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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ТА АЛГОРИТМ ОПТИМІЗАЦІЇ ЗА КРИТЕРІЄМ  

МІНІМАЛЬНИХ КОНТАКТНИХ НАПРУЖЕНЬ ЕВОЛЬВЕНТНИХ ПРЯМОЗУБЦЕВИХ  

ПЕРЕДАЧ З ПІДВИЩЕНИМ КОЕФІЦІЄНТОМ ПЕРЕКРИТТЯ 
 

Зниження маси та габаритів евольвентних циліндричних прямозубцевих передач є актуальною задачею сучасного машинобудування. Одним 

із перспективних шляхів її розв'язання є застосування зачеплення зі збільшеною робочою висотою зубців та коефіцієнтом торцевого пере-
криття εα ≥ 2. Дослідження присвячено розробці методів оптимального проєктування саме таких передач. Критерій оптимальності сформу-
льовано наступним чином: контактні напруження у полюсі зачеплення повинні приймати мінімально можливе значення при виконанні усіх 
конструктивних, геометро-кінематичних та технологічних обмежень, насамперед, при забезпеченні коефіцієнта торцевого перекриття εα ≥ 2. 

Визначені змінні проєктування: коефіцієнти висоти головки зубців вихідних контурів шестерні та колеса h*
a1, h

*
a2; кут профілю вихідного 

контуру α; коефіцієнт зміщення вихідного контуру шестерні x1. Сформовано систему обмежень на змінні проєктування: основне функціона-
льне обмеження на мінімальну величину коефіцієнта торцевого перекриття – εα ≥ 2; обмеження на коефіцієнти висоти головки зубців вихід-
них контурів шестерні та колеса h*

a1, h
*

a2; обмеження на кут профілю вихідного контуру α; обмеження на значення коефіцієнтів зміщення 
вихідного контуру x1, x2; відсутність підрізання ніжок зубців шестерні та колеса; відсутність загострення вершин зубців шестерні та колеса; 
відсутність інтерференції у зачепленні; умова забезпечення згинальної міцності зубців шестерні та колеса. Обрано метод розв’язання задачі 
оптимального проєктування. З усього різноманіття було обрано метод зондування простору параметрів проєктування. У якості пробних 
точок використовуються точки ЛПτ-послідовності. Метод дає змогу оперувати значною кількістю параметрів – до 51, забезпечує достатньо 
велику кількість рівномірно-розподілених пробних точок – до 220. Розроблено алгоритм оптимального проєктування зубчастої передачі. 
Основні етапи роботи алгоритму наступні: задання вхідних даних (числових обмежень на змінні проєктування, а також параметрів передачі 
та її навантаження); генерування ЛПτ-послідовності для змінних проєктування з одночасним урахуванням їхніх числових обмежень; переві-
рка функціональних обмежень; додаткові перевірочні розрахунки (при необхідності) контактної міцності зачеплення; формування масиву 
можливих варіантів розв'язку; пошук найкращого варіанта розв'язку (пробної точки, що відповідає мінімальному значенню цільової функції) 
шляхом сортування масиву. 

Ключові слова: прямозубцева передача, коефіцієнт торцевого перекриття, контактні напруження, оптимізація, цільова функція, змінні 
проєктування, алгоритм. 
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MATHEMATICAL MODEL AND OPTIMIZATION ALGORITHM ACCORDING TO THE CRITERIA 

OF MINIMUM CONTACT STRESS FOR INVOLUTE SPUR GEARS WITH INCREASED CONTACT RATIO 
 

Reducing the mass and dimensions of involute spur gears is an actual task of modern mechanical engineering. One of the perspective ways to solve it 

is the use of gearing with an increased working tooth depth and profile contact ratio εα ≥ 2. The study is devoted to the development of optimal design 

methods for such gears. Optimality criteria is formulated as follows: the contact stresses in the pitch point must take a minimum value when all con-

structive, geometric, kinematic, and technological constraints are met, first, when the profile contact ratio εα ≥ 2 is ensured. Variables planning are 

defined. These are addendum coefficients of the basic racks tooth for pinion and wheel h*
a1, h

*
a2; profile angle of the basic rack α; addendum modifica-

tion coefficient of the pinion x1. Formed a system of constraints for the variables planning: the main functional constraint of the minimum value of the 

profile contact ratio: εα ≥ 2; constraint for the addendum coefficients of the basic racks tooth for pinion and wheel h*
a1, h

*
a2; constraint for profile angle 

of the basic rack α; constraint for addendum modification coefficients x1, x2; absence of the cutter interference for tooth dedendum; absence of the 

sharpening for tooth addendum; absence of the mesh interference; ensuring the bending strength of pinion and wheel teeth. A method for solving the 

problem of optimal design is chosen. The method of probing the space of design parameters was chosen from all the variety. The points of the LPτ-
sequence are used as test points. The method allows you to operate with a significant number of parameters – up to 51, provides a sufficiently large 

number of evenly distributed test points – up to 220. The algorithm for optimal design of gear has been developed. The main stages of the algorithm are 

as follows: setting input data (numerical constraints on design variables, gear parameters and its load); generation of LPτ-sequence for variables plan-

ning with simultaneous consideration of their numerical constraints; checking of functional constraints; additional verification calculations (if neces-

sary) of the gearing contact strength; formation of an array of possible solutions; searching of the best solution variant (the test point corresponding to 

the minimum value of the objective function) by sorting the array. 

Keywords: spur gear, profile contact ratio, contact stress, optimization, objective function, variables planning, algorithm. 

 

Вступ. Актуальність задачі. Підвищення на-
вантажувальної здатності циліндричних зубчастих 

передач є актуальною науково-прикладною задачею 

сучасного машинобудування. Це пов'язано з тим, що 

вони є невід'ємною частиною більшості механічних 

приводів: трансмісій колісних та гусеничних машин, 

редукторів турбогвинтових авіаційних, газотурбін-

них корабельних двигунів тощо. 

Навантажувальна здатність закритої зубчастої 
передачі визначається насамперед рівнем контактних 
напружень у зачепленні [1]. Найбільш поширені у 
світовому машинобудуванні зубчасті передачі з ево-
львентним зачепленням, поряд із загальновідомими 

перевагами [1], мають також і суттєві недоліки, які не 
дозволяють значно підвищити контактну міцність: 

1. Двоопуклий контакт зубців, що підвищує рі-
вень контактних напружень. 

2. Безпосередня залежність між радіусом кривиз-
ни евольвентного профіля ρ та радіусом зубчастого 

колеса r. Тому збільшення радіусів кривизни спря-
жених профілів зубців одночасно веде як до знижен-

ня контактних напружень, так і до зростання розмі-
рів та маси передачі. 

Аналіз існуючих досліджень. На теперішній 

час існує багато шляхів розв'язання цієї задачі. Умо-

вно їх можна розділити на дві групи:  

1. Поліпшення властивостей та підвищення 
твердості поверхневого шару матеріалів. 

2. Застосування нових типів зачеплень із під-

вищеною контактної міцністю. Саме такі зачеплення 
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і є об'єктом нашого дослідження.  
Серед останніх найбільш поширеними є зачеп-

лення з опукло-увігнутим контактом зубців, напри-

клад, передача Вільдгабера-Новікова [2], яка не є 
обкатною у профільному напрямку. Але поряд із 
перевагами вона має суттєвий недолік, а саме, її не-
можливо зробити прямозубцевою. Також за останні 
50 років багатьма дослідниками були запропоновані 
різноманітні традиційні обкатні передачі з опукло-

увігнутим контактом. Це, наприклад, синусоїдальні 
передачі [3], еволютне зачеплення А. І. Павлова [4], 

С-С зачеплення М. Бошанскі та М. Вереша [5]. 

Ці передачі забезпечують суттєве підвищення 
контактної міцності, але мають і недоліки, а саме: 

1. Технологічні складності виготовлення ріжу-
чого обкатного інструмента. 

2. Висока чутливість роботи зачеплень до по-

хибок міжосьової відстані.  
Тому уваги заслуговує заслуговує інший шлях 

суттєвого підвищення навантажувальної здатності 
зубчастих передач за критерієм контактної міцності. 
А саме, використання традиційних евольвентних 

передач, які під час роботи постійно мають двопарне 
зачеплення, тобто, забезпечують сумарний коефіці-
єнт перекриття εγ більш, ніж 2 [6, 7]. Тоді одна пара 
зубців передає лише частину потужності N (у чисто 

теоретичному ідеальному варіанті N / [εγ], де [εγ] – 

ціла частина εγ).  
У косозубцевих та особливо у шевронних пере-

дачах це досягається в основному за рахунок осьово-

го перекриття зубців з коефіцієнтом εβ > 1. Такі пе-
редачі мають широке застосування, наприклад, у тур-

бінобудуванні: відомі серійні шевронні передачі із 
сумарним коефіцієнтом перекриття εγ ≈ 6 [6].  

У прямозубцевих передачах, які на наш час 
мають досить широке розповсюдження, наприклад, 

у планетарних приводах, осьове перекриття зубців 
відсутнє. Для них, з метою досягнення коефіцієнта 
торцевого перекриття εα ≥ 2, рекомендують так зване 
HCR-зачеплення зі збільшеною робочою висотою 

зубців. ЇЇ забезпечують шляхом застосовування не-
стандартних вихідних контурів із підвищеними кое-
фіцієнтами висоти головки та ніжки зубця [8–11], а 
також використання зменшених кутів профілю вихі-
дного контуру, наприклад 14,5° [6].  

Постановка задачі. На наш час існує достатня 
кількість успішних досліджень геометрії, якісних 

характеристик і міцності прямозубцевих передач зі 
збільшеною робочою висотою зубців та коефіцієн-

том торцевого перекриття εα ≥ 2 (дивись [6–11]). Але 
ці передачі та механічні приводи на їхній основі так і 
не набули значного поширення. На наш погляд, це 
пов'язано насамперед із наступними причинами: 

1. Постійне двопарне зачеплення, тобто коефі-
цієнт торцевого перекриття εα ≥ 2 в реальній переда-
чі можливо реалізувати лише при високій точності 
обробки зубців, якщо їхні пружні деформації під 

навантаженням переважають похибки кроку між 

зубцями [12]. 

2. Зменшення кута профілю вихідного контуру і 
збільшення коефіцієнтів висоти головки та ніжки 

зубця призводить до зростання рівня згинальних 

напружень у корені останнього. 

3. Збільшення коефіцієнтів висоти головки та 
ніжки зубця при одночасному зменшенні кута про-

філю вихідного контуру суттєво підвищує ймовір-

ність підрізання та інтерференції зубців у зачеплен-

ні. Також зменшення кута профілю призводить до 

деякого зростання рівня контактних напружень. 
Першу причину можливо подолати завдяки су-

часному рівню технології виготовлення зубчастих 

коліс, який дозволяє забезпечити потрібну точність 
зубців. Для цього навіть не потрібні фінішні операції 
із високою собівартістю [6].  

Друга причина не є вирішальною: як зазначено 

вище, основним фактором, обмежуючим навантажу-
вальну здатність, є рівень контактних напружень у 

зачепленні.  
А ось третя причина є більш вагомою, тому що 

під час вибору параметрів зачеплення, які забезпечу-
ють εα ≥ 2, виникає складний та суперечливий процес. 
Наприклад, ми забезпечили для конкретної передачі 
εα ≥ 2 за рахунок тільки збільшення висоти зубців, але 
отримали інтерференцію у зачепленні. Знижуючи 

висоту зубця та одночасно зменшуючи кут профілю 

вихідного контуру, досягаємо мети з геометричної 
точки зору. Але при цьому збільшуються контактні 
напруження, що зводить нанівець усі зусилля. 

Вихід із цієї суперечливої ситуації автори ба-
чать у визначенні основних геометричних парамет-
рів зачеплення за допомогою методів математичної 
оптимізації. Варіюючи цими параметрами з ураху-
ванням конструктивних, геометричних та технологі-
чних обмежень, ми маємо можливість отримати ево-

львентну прямозубцеву передачу з мінімальними 

контактними напруженнями (мінімальні габарити та 
маса) при виконанні умови εα ≥ 2. 

У попередніх роботах [13, 14] авторами було 

виконано постановку оптимізаційної задачі, а саме: 
побудовано цільову функцію за критерієм мінімаль-
них контактних напружень; визначено змінні проєк-
тування; сформульовано систему обмежень на змін-

ні проєктування; обрано метод розв'язання задачі. 

Отже, метою цього дослідження є:  
– повне формування математичної моделі оп-

тимізації евольвентних циліндричних прямозубце-
вих передач за критерієм мінімальних контактних 

напружень при забезпеченні коефіцієнта торцевого 

перекриття εα ≥ 2, з урахуванням конструктивних, 
геометричних та технологічних обмежень; 

– побудова докладного алгоритму оптимізації 
таких передач на основі обраного методу розв'язання 
задачі, а саме, зондування простору параметрів про-

єктування за допомогою точок так званої ЛПτ-
послідовності [15]. 

Побудова математичної моделі оптимізації за 

критерієм мінімальних контактних напружень. 

Критерій оптимальності було запропоновано у на-
ступному вигляді [13]: контактні напруження у по-

люсі зачеплення повинні приймати мінімально мож-

ливе значення при виконанні усіх конструктивних, 
геометро-кінематичних та технологічних обмежень, 
насамперед, при забезпеченні коефіцієнта торцевого 

перекриття εα ≥ 2.  
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Математично можемо записати цільову функ-
цію у наступному вигляді:  
 min.HFσ = σ →  (1) 

 

Розрахунок контактних напружень σH, МПа, 
виконуємо на основі відомої формули Г. Герца [1, 6] 

для випадку початкового дотику пружних тіл по лі-
нії. Також врахуємо, що досліджуються передачі із 
коефіцієнтом торцевого перекриття εα ≥ 2. Це озна-
чає, що у будь який момент часу має місце двопарне 
зачеплення, тобто теоретична сумарна довжина кон-

тактних ліній завжди не менш, ніж 2 bw, де bw – ро-

боча ширина зубчастого вінця. Тоді маємо: 
 

 0,418 .
[ ]

n H H
H

w H

F K E

b

α

α
σ =

ρ ε
 (2) 

У залежності (2): 

Fn – нормальне зусилля у зачепленні; 
KHα – коефіцієнт, який враховує розподілення 

навантаження між зубцями. Зазвичай, у відповіднос-
ті до стандартних методик [16, 17], для прямозубце-
вих передач приймають KHα = 1, але при εα ≥ 2 вини-

кає необхідність врахувати нерівномірність наван-

таження постійно працюючих двох пар зубців; 
EH – приведений модуль пружності матеріалу,  
 

 1 2

1 2

2 ,H

E E
E

E E

⋅
=

+
 (3) 

 

де E1, E2 – модулі пружності матеріалів шестерні 
та колеса; 

[εα] – ціла частина εα; 
ρH – приведений радіус кривизни,  
 

 1 2

1 2

,w w
H

w w

ρ ⋅ρ
ρ =

ρ + ρ
 (4) 

 

де ρw1, ρw2 – радіуси кривизни профілів зубців ше-
стерні та колеса в полюсі зачеплення. 

Радіуси кривизни ρw1, ρw2 будемо визначати за 
допомогою відомої формули для евольвенти [1]: 

 

 1,2 1,20,5 sin( ).w w wdρ = α  (5) 

 

У залежності (5): 

αw – кут зачеплення в полюсі, визначається з 
основного рівняння евольвентного зачеплення [18]  

 

 1 2

1 2

inv 2 tg inv ,w

x x

z z

+
α = α + α

+
 (6) 

 

де x1,2 – коефіцієнти зміщення вихідного контуру 
шестерні та колеса; 

z1,2 – числа зубців шестерні та колеса; 
α – кут профілю вихідного контуру (рис. 1); 

dw1,2 – початкові діаметри шестерні та колеса, 
 

 1,2 1,2

cos
,

cos
w

w

d mz
α=
α

 (7) 

 

де m – модуль зачеплення. 
Коефіцієнт торцевого перекриття εα визначаєть-

ся за залежністю [18] 
 

 
( ) ( )1 1 2 2tg tg tg tg

,
2

a w a wz z
α

α − α + α − α
ε =

π
 (8) 

де αа1,2 – кути профілю на вершинах зубців шесте-
рні та колеса, 

 
1,2

1,2

1,2

arccos .
b

a

a

d

d

 
α =   

 
 (9) 

У залежності (9): 

db1,2 – основні діаметри шестерні та колеса, 
 

 1,2 1,2 cos ;bd m z= α  (10) 

 

da1,2 – діаметри вершин зубців шестерні та колеса,  
 

 ( )1,2 1,2 1,2 1,22 ,a ad mz h x y m
∗= + + − ∆  (11) 

 

де 1,2ah∗  – коефіцієнти висоти головки зубців вихі-

дних контурів шестерні та колеса (рис. 1); 

∆y – коефіцієнт зрівняльного зміщення, 
 

 ( )1 2 1 2

cos
0,5 1 .

cos w

y x x z z
 α∆ = + − + − α 

 (12) 

 

 
 

Рисунок 1 – Схема вихідного контуру 
 

На відміну від традиційних евольвентних пере-
дач, у тому числі зі стандартним вихідним контуром, 

де прийняті однакові коефіцієнти висоти головки 

зубців шестерні та колеса ( 1 2a a ah h h∗ ∗ ∗= = ), будемо 

використовувати так зване різне контурне зачеплен-

ня, для якого 1 2.a ah h
∗ ∗≠  У цьому випадку, як було 

обґрунтовано у роботі [11], можливо досягнення 
більших значень εα. 

Таким чином, рівняння (1)…(12) складають ма-
тематичну модель оптимізації евольвентних цилінд-

ричних прямозубцевих передач за критерієм мініма-
льних контактних напружень у зачепленні при за-
безпеченні коефіцієнта торцевого перекриття εα ≥ 2. 

Визначення змінних проєктування. У якості 
змінних проєктування нами були обрані [13] ті гео-

метричні параметри евольвентного зачеплення, які 
безпосередньо впливають на величину коефіцієнта 
торцевого перекриття εα [19]. 

По-перше, це висоти зубців шестерні та колеса 
h1 та h2. З метою узагальнення розрахунків і резуль-
татів будемо виконувати моделювання з викорис-
танням коефіцієнтів висоти головки зубців шестерні 
та колеса 1,ah

∗  2 ,ah
∗  як прийнято у традиційних роз-

рахунках геометрії зубчастих зачеплень. 
По-друге, значення кута профілю вихідного ко-
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нтуру α. Відомо, що при його зменшенні εα зростає. 
Але при зменшенні α зростає величина контактних 

напружень σH у евольвентному зачепленні, це пов'я-
зано із зменшенням приведеного радіусу кривизни. 

Таким чином, ми маємо неоднозначність впливу ве-
личини кута α на рівень контактних напружень σH 

для передач з εα ≥ 2.  

По-третє, при зростанні сумарного коефіцієнта 
зміщення вихідного контуру xΣ = x1 + x2 коефіцієнт 
торцевого перекриття εα дещо зменшується. А у ви-

падку, коли 1 2 ,a ah h
∗ ∗≠  на величину εα може впливати 

не тільки xΣ, але й x1 та x2 окремо. 

Приймемо для подальших досліджень, що оп-

тимальному проєктуванню підлягають зубчасті пе-
редачі з наперед призначеними геометричними ха-
рактеристиками. А саме, відомі модуль зачеплення 
m; числа зубців шестерні та колеса z1,2; міжосьова 
відстань передачі aw; робоча ширина зубчастого він-

ця bw. Тоді ми маємо однозначну величину сумарно-

го коефіцієнта зміщення вихідного контуру xΣ. Тому 
зручно аналізувати вплив на величину εα тільки од-

ного коефіцієнта зміщення, наприклад, x1. 

Виходячи з цього, обираємо у якості змінних 
проєктування для нашої цільової функції (1) наступні 
чотири параметри: 

– коефіцієнти висоти головки зубців вихідних 

контурів шестерні та колеса 1,ah
∗  2.ah

∗  

– кут профілю вихідного контуру α; 

– коефіцієнт зміщення вихідного контуру шес-
терні x1. 

Числові та функціональні обмеження на 

змінні проєктування. Обмеження повинні врахову-
вати конструктивні, геометро-кінематичні та техно-

логічні характеристики зубчастого зачеплення. Вони 

вводяться у вигляді рівностей та нерівностей, при 

цьому змінні проєктування можуть бути обмежені як 
числовими значеннями, так і деякими функціями 

[20]. Також можуть бути накладені обмеження на 
деякі співвідношення між змінними проєктування. 

Для нашої задачі маємо наступну систему об-

межень [14]. 

Функціональні обмеження: 

– основне функціональне обмеження на мініма-
льну величину коефіцієнта торцевого перекриття: 
εα ≥ 2; 

– умова відсутності підрізання ніжок зубців ше-
стерні та колеса; 

– умова відсутності загострення вершин зубців 
шестерні та колеса; 

– умова відсутності інтерференції у зачепленні; 
– умова забезпечення згинальної міцності зу-

бців шестерні та колеса: σF1,2 ≤ σFP1,2, де σF1,2 та σFP1,2 

– відповідно розрахункові та допустимі згинальні 
напруження. 

Числові обмеження: 

– коефіцієнти висоти головки зубців вихідного 

контуру шестерні та колеса 1,ah
∗  2ah

∗  обмежуються 

відповідними числовими діапазонами: 

1min 1 1max ;a a ah h h∗ ∗ ∗≤ ≤  2min 2 2max ;a a ah h h∗ ∗ ∗≤ ≤  

– кут профілю вихідного контуру α обмежуєть-
ся числовим діапазоном αmin ≤ α ≤ αmax, де αmin визна-

чається із умови відсутності заклинювання передачі, 
αmin ≥ (1,1…1,2) tgf (f – коефіцієнт тертя ковзання у 
зачепленні); αmax призначається у межах 22…25°, 

виходячи із досвіду проєктування евольвентних за-
чеплень [6]; 

– коефіцієнти зміщення вихідного контуру x1, x2 

шестерні та колеса обмежуються відповідними чис-
ловими діапазонами: x1min ≤ x1 ≤ x1max; x2min ≤ x2 ≤ x2max, 

де x1min, x2min визначаються із умови відсутності під-

різання ніжок зубців; x1max, x2max визначаються із 
умови відсутності загострення вершин зубців. 

Обрання методу розв'язання задачі оптимі-
зації. З усього різноманіття методів розв'язання оп-

тимізаційних задач [20] було обрано так званий ме-
тод ЛПτ-пошуку [15], який добре себе зарекоменду-
вав у процесі оптимізації тривальних коробок пере-
дач, трансмісій та редукторів [21, 22]. Він базується 
на зондуванні простору параметрів проєктування, а у 

якості пробних точок в одиничному багатомірному 
кубі використовуються точки ЛПτ-послідовності. 
Метод дає змогу оперувати значною кількістю пара-
метрів (до 51) та забезпечує достатньо велику кіль-
кість рівномірно-розподілених пробних точок (до 220

). 

Скористуємося основними положеннями та 
розрахунковими залежностями [15] щодо рівномірно 

розподілених послідовностей. 

Якщо точки Qi з декартовими координатами 

,1 ,( ,..., )i i nq q  є рівномірно розподіленою послідовніс-

тю в K
n
 (одиничний n-вимірний куб), то точки Ai з 

декартовими координатами ,1 ,( ,..., ),i i nθ θ  де при 

j = 1, 2,…, n (j – порядковий номер змінної проєкту-
вання, n – кількість змінних проєктування), 

 

 ( ), ,i j j j j i ja b a qθ = + −  (13) 

 

є рівномірно розподіленою послідовністю в парале-
лепіпеді П (n–вимірний паралелепіпед), що склада-
ється з точок 1( , ..., ),nθ θ  координати яких задоволь-

няють нерівностям .j j ja b≤ θ ≤  

Декартові координати qi,j для ЛПτ-послідовності 
зазвичай обчислюються за арифметичним алгорит-
мом. Цей алгоритм базується безпосередньо на роз-

рахунках за спеціальною таблицею чисельників ( )
.

l

jr  

За заданим номером точки і спочатку обчислюємо 

допоміжну величину m, а потім для кожного j-го 

параметру обчислюємо координату qi,j, 
 

ln
1 ;

ln 2

i
m

 = +  
 

 

{ } ( ){ }1 1
,

1

1
2 2 2 2 ,

2

m m
lk l k l

i j j

k l k

q i r
− + − − −

= =

    = ⋅       
∑ ∑  (14) 

 

де [Х] – ціла частина деякого числа Х; 

{Х} – дробова частина того ж числа. 
Таким чином, розв'язання задачі оптимального 

проєктування методом ЛПτ-пошуку складається з 
наступних етапів. 

1. Завдання вхідних даних, у тому числі число-

вих обмежень на змінні проєктування. 
2. Генерування декартових координат qi,j за за-
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лежністю (14). 

3. Генерування значень змінних проєктування θi,j 

за залежністю (13). Тут i = 1, 2,…, 2
20

 – номер проб-

ної точки; aj, bj – відповідно мінімальні та максима-
льні значення обмежень на змінні проєктування. 

4. Перевірка функціональних обмежень на 
змінні проєктування з відсівом пробних точок, не 
задовольняючих цим обмеженням.  

5. Розрахунок значення цільової функції Fσi у 

кожній пробній i-й точці, що пройшла усі перевірки.  

5. Формування масиву можливих варіантів роз-
в'язку із значень Fσi. 

6. Пошук мінімального значення Fσi шляхом 

сортування масиву. Відповідні йому значення змін-

них проєктування і є оптимальним розв'язком задачі. 
Таким чином, математичний апарат ЛПτ-

пошуку дає змогу швидко та якісно знаходити опти-

мальні геометричні та конструктивні параметри за-
чеплень, що досліджуються. 

Алгоритм оптимізації С-С зачеплення. Допо-

внимо вище наведені математичну модель, обме-
ження і метод ЛПτ-пошуку етапами вводу-виводу 
даних, складання таблиці можливих варіантів розв'я-
зку, пошуку найкращого варіанта та об'єднаємо їх у 
єдиний алгоритм, який представлено на рис. 2. Далі 
докладно розглянемо його роботу. 

Функціонування алгоритму оптимізації про-

ходить наступним чином. 

1. Завдання вхідних даних. Їхньою основою є 
геометричні та кінематичні параметри передачі, 
конструкторські та технологічні вимоги, а також 

фізико-механічні властивості матеріалів зубчастих 

коліс. Розглянемо деякі з них докладніше. 
1.1. Числові обмеження на змінні проєктування, 

а саме, на:  
– коефіцієнти висоти головки зубців 1min ,ah∗  

1max ;ah∗  2min 2max, ;a ah h∗ ∗   

– кут профілю вихідного контуру αmin, αmax;  

– коефіцієнти зміщення вихідного контуру x1min, 

x1max; x2min, x2max. 

1.2. Параметри передачі та її матеріалів і наван-

таження: 
– обертальний момент на шестерні T1; 

– модуль зачеплення m; 

– числа зубців шестерні та колеса z1, z2; 

– робоча ширина зубця bw; 

– модулі пружності матеріалів шестерні та ко-

леса Е1, Е2; 

– допустимі згинальні напруження для зубців 
шестерні та колеса σFP1, σFP2. 

2. Генерування ЛПτ-послідовності для змінних 

проєктування з одночасним урахуванням їхніх чис-
лових обмежень. Взявши за основу залежність (13), 

маємо наступні формули. 

2.1. Для коефіцієнта висоти головки зубця шес-
терні 1ah

∗  

 ( )1 1min 1max 1min 1.a i a a a ih h h h q∗ ∗ ∗ ∗= + −  (15) 

 

2.2. Для коефіцієнта висоти головки зубця ко-

леса 2ah∗  

 ( )2 2min 2max 2min 2.a i a a a ih h h h q∗ ∗ ∗ ∗= + −  (16) 

 

2.3. Для кута профілю вихідного контуру α 
 

 ( )min max min 3.ii qα = α + α−α  (17) 

 

2.4. Для коефіцієнта зміщення вихідного контуру 
шестерні x1 

 ( )min max m 41 n1 1 i1 .i ix x x x q= + −  (18) 

 

3. Перевірка функціональних обмежень, які були 

перелічені нами вище. Зауважимо, що числові обме-
ження на змінні проєктування перевіряти не потрібно, 
тому що вони автоматично враховуються у процесі 
генерування пробних значень змінних проєктування 
(дивись залежності (15)–(18)). Це теж є перевагою 

запропонованого підходу з точки зору зменшення 
обсягів обчислень. 

4. Додаткові перевірочні розрахунки (при необ-

хідності). У випадку, коли розв'язується задача не 
тільки знаходження оптимальних параметрів, а та-
кож практичного оптимального проєктування конк-
ретної передачі, алгоритм дає змогу виконати пере-
вірку контактної міцності зачеплення за залежністю 

 

 ,H HPσ ≤ σ  (19) 
 

де σHP – допустимі контактні напруження, які не-
обхідно додати до вхідних даних алгоритму. 

Умова (19) є додатковим функціональним об-

меженням на значення цільової функції (2). 

5. Формування масиву можливих варіантів роз-

в'язку. Якщо пробна точка проходить всі обмеження, 
то для неї розраховується значення цільової функції 
(2), тобто контактних напружень за залежністю (3). 

Після цього точка потрапляє до таблиці можливих 

варіантів. Таблиця являє собою двовимірний масив, 
в ньому кожному номеру точки відповідає значення 
цільової функції, а також набор відповідних значень 
змінних проєктування. 

6. Пошук найкращого варіанта (пробної точки, 

що відповідає мінімальному значенню цільової фун-

кції). Він здійснюється шляхом сортування масиву 
одним із загальновідомих методів [23], наприклад, 

бульбашковим сортуванням. 

7. Додаткове дослідження напружено-деформо-

ваного стану (НДС) зачеплення для найкращого та 
декількох найближчих варіантів (при необхідності). 
Доцільно виконувати, якщо для декількох варіантів 
отримані дуже близькі значення контактних напру-
жень. У цьому випадку аналіз контактної взаємодії у 
зачепленні методом скінченних елементів (МСЕ) дає 
змогу остаточно обрати найкращий варіант. Також 

при цьому можливо проаналізувати згинальні на-
пруження у корені зубця. Може виконуватися за до-

помогою будь якого з поширених у світовій практи-

ці спеціалізованих програмних комплексів, напри-

клад, Autodesk Inventor Nastran (Nastran In-CAD) [24] 

або ANSYS [25]. 
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Рисунок 2 – Схема алгоритму оптимізації передачі з εα ≥ 2 за критерієм мінімальних контактних напружень 
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Висновки:  

1. Розв'язання задачі оптимізації евольвентних 

циліндричних прямозубцевих передач з коефіцієн-

том торцевого перекриття εα ≥ 2 є перспективним 

напрямком досліджень, які дають змогу суттєво по-

ліпшити навантажувальну здатність та масогабарит-
ні показники механічних приводів. 

2. Побудовано математичну модель оптимізації 
передач з коефіцієнтом торцевого перекриття εα ≥ 2 

за критерієм мінімальних контактних напружень у 
зачепленні. Вона, на відміну від існуючих, дає змогу 
врахувати усі характерні особливості таких передач. 

3. Визначені змінні проєктування, у якості яких 
обрані параметри, які безпосередньо впливають на 
величину коефіцієнта торцевого перекриття εα. Це 
коефіцієнти висоти головки зубців вихідних контурів 
шестерні та колеса 1,ah

∗  2;ah
∗  кут профілю вихідного 

контуру α та коефіцієнт зміщення вихідного контуру 
шестерні x1. Також сформовано систему числових та 
функціональних обмежень на змінні проєктування. 

4. У якості метода розв'язання задачі обрано зо-

ндування простору параметрів за допомогою метода 
ЛПτ-пошуку. Він забезпечує швидке та достатньо 

точне знаходження оптимальних геометричних па-
раметрів зачеплення.  

5. Розроблено загальну схему алгоритму розв'я-
зання задачі оптимізації передач з коефіцієнтом тор-

цевого перекриття εα ≥ 2. Алгоритм враховує геомет-
ро-кінематичні параметри передачі, конструкторські 
та технологічні вимоги, а також фізико-механічні вла-
стивості матеріалів зубчастих коліс. 

6. Алгоритм поєднує математичну модель, об-

меження на змінні проєктування та метод оптиміза-
ції з раціональною послідовністю перевірки обме-
жень, а також з аналізом і обробкою отриманих ре-
зультатів. При необхідності він дає змогу виконати 

практичне оптимальне проєктування передачі з кон-

кретними конструктивними параметрами та умова-
ми роботи. Все це є його беззаперечною перевагою. 

7. У подальших дослідженнях планується прове-
сти тестові та перевірочні розрахунки з метою підтве-
рдження і оцінки отриманих теоретичних результатів. 
Також будуть запропоновані варіанти передач з кое-
фіцієнтом торцевого перекриття εα ≥ 2, які забезпе-
чують суттєве підвищення навантажувальної здат-
ності механічних приводів. 
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