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НОВІ ФІЗИЧНІ ЧИННИКИ ЗА КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ ПРУЖНИХ ТІЛ УЗДОВЖ  

ПОВЕРХОНЬ БЛИЗЬКОЇ ФОРМИ  

 
У роботі міститься узагальнення та розвиток підходів, моделей та методів дослідження контактної взаємодії складнопрофільних тіл. У 

випадку контактування уздовж  поверхонь близької форми виникає низка проблем.  Вони стосуються, по-перше, того, що аналітичні методи 

при цьому втрачають межі  застосовності. По-друге, за малих зазорів між  поверхнями контактуючих тіл різко зростає внесок у баланс 
переміщень деформування  проміжних та поверхневих шарів. По-третє,  при застосуванні традиційних чисельних методів також різко зрос-
тає внесок похибок апроксимації  форми контактуючих поверхонь. Усі перелічені чинники викликають необхідність розвитку нових підхо-

дів, моделей та методів дослідження контактної взаємодії складнопрофільних тіл. Для цього залучаються варіаційні принципи із застосуван-

ням апарату теорії варіаційних нерівностей та принципу Калькера. Крім того, розроблено новий  принцип побудови  множини моделей 

контактної взаємодії складнопрофільних тіл. Він полягає у поступовому нарощуванні кількості фізичних чинників, які враховуються при 

побудові цих моделей. Це дає можливість формувати послідовність варійованих параметричних моделей, при цьому природним чином 

удається  уникати конфліктних ситуацій при урахуванні нових чинників. Крім того, це забезпечує  спадковість у послідовності моделей 

різного рівня.. У кінцевому підсумку забезпечується також визначення чутливості характеристик контактної взаємодії до варіювання тих чи  

інших параметрів, а також розв’язання задачі обґрунтування раціональної форми контактуючих поверхонь  за критеріями міцності. Запро-
поновані удосконалені підходи, моделі та методи проілюстровані на прикладі  дослідження контактної взаємодії тіл із розташованими між 

ними проміжними шарами.  

Ключові слова: контактна взаємодія, складнопрофільне тіло, метод скінченних елементів, метод граничних елементів, варіаційний 

принцип Калькера, варіаційні нерівності 
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NEW PHYSICAL FACTORS IN CONTACT INTERACTION OF ELASTIC BODIES OVER CLOSELY  

MATCHED SURFACES 

 
The paper contains generalization and development of approaches, models and research methods for contact interaction of complex shaped bodies. In 

the case of contact along the surfaces of a close shape there are a number of problems. Firstly, analytical methods are not universally applied. 

Secondly, with a small gap between the surfaces of the contacting bodies the contribution of the deformation of the intermediate and surface layers to 

the balance of displacements becomes substantial. Thirdly, the application of traditional numerical methods also sharply increases the contribution of 

errors in contact surface shape approximation. All these factors bring on the need to develop new approaches, models and methods for the analysis of 

contact interaction of complex shaped bodies. For this purpose, the apparatus of the theory of variational inequalities is applied to deliver Kalker’s 

variational principle. In addition, a new principle for deriving multiple models of contact interaction of complex shaped bodies has been developed. It 

consists in gradually increasing the number of physical factors that are taken into account when building these models. This makes it possible to form a 

sequence of varied parametric models by taking into account new factors while naturally avoiding conflict situations. Furthermore it ensures 

inheritance in the sequence of models of different levels. The proposed improved approaches, models and methods are illustrated by the case study of 

the contact interaction of bodies with the intermediate layers located between them. 

Keywords: contact interaction, complex shaped body, finite element method, boundary element method, Kalker’s variational principle, 

variational inequalities 

 

Вступ. На теперішній час у контактній механіці 
[1] склалася низка проблемних ситуацій. З одного 

боку, цей розділ механіки має багату історію розвит-
ку. Розроблені потужні моделі та методи досліджен-

ня контактної взаємодії  пружних тіл. Зокрема, це 
аналітична модель Герца та її варіанти. Також суттє-
во розвинені методи граничних інтегральних рівнянь 
(МГІР) та варіаційні постановки. З іншого боку, 

набули потужного розвитку чисельні методи типу 

скінченних (МСЕ)  та граничних (МГЕ) елементів. 
У результаті створилася «ілюзія» вичерпання 

будь-яких принципових проблем при аналізі напру-

жено-деформованого стану (НДС) контактуючих тіл. 

Тобто, на заваді  при таких дослідженнях можуть 
стояти тільки обмеження обчислювальних ресурсів. 

Разом із тим інженерна практика формує низку 

нових тенденцій у проєктуванні та виготовленні 
конструкцій. Так, набувають застосування системи 

контактуючих тіл зі складними поверхнями. Ці кон-

тактуючі поверхні є або номінально конгруентними 

(співпадаючими), або геометрично близькими. Такі 
рішення диктуються умовами передачі складних 

взаємних рухів або значних потужностей. 

У результаті втрачають застосовність будь-які 

аналітичні моделі типу Герца та їм подібні. Це пояс-
нюється, зокрема, нелокальністю зони контакту та 
роллю  властивостей проміжних або поверхневих 

шарів між тілами. Разом із тим втрачають застосов-
ність і чисельні методи. Так, стохастичні збурення 
положень окремих точок на спряжених контактую-

чих поверхнях можуть призводити до суттєвих по-

хибок у апроксимації розподілу зазору між ними. 

Відтак, це непередбачуваним чином  впливає на 
розрахований розподіл контактного тиску, який 

визначається, наприклад, при  застосуванні МСЕ. 

У кінцевому підсумку, виникає системна про-

блема, що полягає у неконтрольованій похибці при 

розрахунку контактних областей та розподілу конта-
ктного тиску, а також НДС спряжених тіл. У свою 

чергу, це спричиняє похибки в оцінці міцності, тертя  
та зношування. Із практичної ж точки зору це при-

зводить до хибних технічних  рішень. 
Відповідно, актуальною проблемою є розроб-

лення нових, більш адекватних, комплексних та 
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системних підходів до аналізу напружено-

деформованого стану контактуючих складнопрофі-
льних тіл (СПТ) із близьким формами поверхонь. Це 
становить напрямок досліджень, описаних у цій 

статті, на розвиток та розширення  матеріалів, опи-

саних у [2, 3]. 

Аналіз моделей та методів дослідження кон-

тактної взаємодії  пружних тіл. Аналіз існуючих 

моделей та методів дослідження контактної взаємо-

дії складнопрофільних пружних тіл може здійснюва-
тися за багатьма напрямками. Це пояснюється над-

звичайною широтою та глибиною проблем контакт-
ної механіки [1–5]. У цьому аналізі увага зосередже-
на на окремих напрямках, які мають суттєве значен-

ня для вирішення завдань досліджень, а також ство-

рюють проблемні ситуації.  
Перший напрямок стосується моделювання 

умов контактної взаємодії тіл. Традиційна модель 
Герца [1] базується на поданні цієї взаємодії як кон-

такту двох напівнескінченних параболоїдів. При 

цьому розподіл початкового зазору між ними  опи-

сується квадратичною формою ),( yxh  від координат 

Оху. Тут О – точка первинного (геометричного) 

контакту параболоїдів їхніми вершинами, а х, у – 

координати у спільній дотичній площині. 
 

 
 

Рисунок 1 – Подання зазору ),( yxh   

між контактуючими параболоїдами 

 

Формально квадратична форма за рахунок ви-

бору системи координат може набувати вигляду 
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Якщо між тілами 1 і 2 діє притискна сила Р 

(див. рис. 1), то зближення нескінченно віддалених 

точок тіл δ , напівосі еліптичних областей контакту 

а і b , а також розподіл контактного тиску р мають 
аналітичні подання [4], зокрема, розподіл контактно-

го тиску має вигляд: 
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Якщо відволіктися від розподілу (1), то функція 
),( yxh  буде диктувати особливості розподілу ),( yxp . 

Але якщо розмір області  контакту набагато менший 

розмірів тіл 1 і 2, то залишаються справедливими зале-
жності для нормальних переміщень поверхонь тіл 1 і 2 

(рис. 2–4): 
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де  21, EE  та 21, νν – відповідно модулі пружності та 

коефіцієнти Пуассона матеріалів тіл 1 і 2. 

 

 
 

Рисунок 2 – Подання локального зазору  
між контактуючими тілами [2] 

 

 
 

Рисунок 3 – Деформація тіл і утворення контактної площадки 

під дією нормального зусилля (тіла 1 і 2 умовно рознесені) [2] 

 

 
 

Рисунок 4 – Переміщення границі напівпростору  
під дією нормальної  сили [2] 

 

Тоді можна застосувати співвідношення МГІР  
 





−δ≤+
−δ=+

контакту,областюпоза

;контактуобластіу

hw

hw
      (4) 

 

де 2121 uuwww +≡+=  – сумарне нормальне змі-

щення точок тіл 1 і 2. 

При цьому для загального вигляду ),( yxh  ана-

літичних виразів, подібних до (2), побудувати немо-

жливо. Це змушує застосовувати, адаптувати та 
розвивати різні чисельні методи. Отже, це становить 
другий напрямок аналізу. 

Зокрема, привертає увагу варіант МГЕ для кон-

такту напівнескінченних тіл. Він описаний у роботах 

[2, 3]. Розглянемо, слідуючи [2, 3], застосування 
МГЕ при аналізі контактної взаємодії на основі варі-
аційного формулювання та методу граничних інтег-
ральних рівнянь.  

Слід зауважити, що при дослідженні контактної 
взаємодії СПТ [2, 3] виникає необхідність здійснен-
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ня багатоваріантного розв’язання задач аналізу при 

варіюванні форми і розмірів взаємодіючих тіл. Як 

там зазначається, при цьому конкуруючими вимога-
ми при розв’язанні одиничної задачі аналізу (знач-

ною мірою визначаються методом, обраним для її 
розв’язання) виступають оперативність і точність. 
Там же міститься аналіз та виклад початкових спів-
відношень, моделей та методів аналізу контактної 
взаємодії гладких та шорстких тіл. Нижче вони на-
ведені у первинній редакції або близькій до неї, 
оскільки у подальшому у роботі згадані положення 
використані як базові та відправні при розвиткові тео-

ретичних основ, розроблених та описаних у ній.  

З усього розмаїття існуючих методів аналізу 

контактної взаємодії розглядаються, зокрема, метод 

Герца (див. вище) і МСЕ (див. далі). Слідуючи ана-
лізу в [2, 3]: «...Метод Герца значно звужує множину 

тіл, для яких він дає прийнятну точність розв’язку, 
однак дає можливість здійснювати досить оператив-
ну оцінку контактного тиску і контактних площадок. 
Другий застосовний МСЕ забезпечує високу точ-

ність моделювання для тіл скінченних розмірів будь-
якої форми, однак вимагає великих витрат часу на 
формування чисельних моделей, особливо для кон-

такту СПТ. Таким чином, за критеріями «точність – 

оперативність» ці методи нібито рознесені на протилеж-

ні краї уявного інтервалу показників «застосовність – 

ресурсовитратність», умовно позначаючи крайності 
можливостей за кожним із критеріїв. Компромісним із 
цієї точки зору видається МГІР: він вільний від вимог 
теорії Герца про первинний точковий контакт тіл і про 
подання локального зазору у сполученні тіл у вигляді 
додатно визначеної квадратичної форми від координат 
(1), які задають точки загальної дотичної площини (що 

істотно розширює множину тіл, доступних для дослі-
дження їх контактної взаємодії). З іншого боку, на від-
міну від МСЕ, він оперує з істотно меншими за розміра-
ми дискретними моделями, оскільки знижує на одини-

цю фізичну розмірність при постановці задачі. Таким 

чином, для багатьох випадків досліджуваної контактної 
взаємодії СПТ метод граничних інтегральних рівнянь є 
альтернативою методу Герца і МСЕ, поєднуючи перева-
ги першого та другого, і будучи позбавлений значною 

мірою їх недоліків. Тому він може вважатися кращим 

для розв’язання контактних задач» [2].  

Розглянемо модифікацію МГІР для досліджен-

ня контактної взаємодії гладких і шорстких склад-

нопрофільних тіл, обмежених поверхнями довільної 
форми. Розв’язання задач здійснюється у наступній 

послідовності: формування розв’язувальних рівнянь 
для випадку контакту гладких тіл; узагальнення 
отриманих співвідношень на випадок шорсткуватих 

тіл, у т.ч. – з нелінійною характеристикою «перемі-
щення – контактний тиск». 

Проаналізуємо модель контактної взаємодії СПТ, 

слідуючи [2]. При дослідженні контакту гладких тіл із 
контактуючими поверхнями неузгодженої форми (тобто 
незбіжних) [2] у першому наближенні за відсутності 
тертя розглядаються переміщення точок поверхонь і 
зазор між ними тільки у нормальному напрямку, і на цій 

основі визначаються кінематичні співвідношення конта-
кту. Таке спрощення моделі нормального контакту базу-
ється на нехтуванні зміною напрямку векторів нормалі 

поверхонь взаємодіючих тіл [1–3]. Прикладом такої 
моделі є теорія Герца (відповідно до неї, як зазначалося 
вище, нормальний зазор між поверхнями наближено є 
квадратичною формою (1) у локальній системі коорди-

нат, пов’язаній із точкою початкового дотику тіл). 
У більш загальному випадку (рис. 2) притискна си-

ла Р спричиняє зміну зазору між контактуючими тілами. 

Ця зміна зазору подається у вигляді трансляційної iδ  та 

деформаційної iu  компонент (рис. 3). Рівняння (4) сумі-

сності переміщень набуває вигляду 
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При цьому між контактним тиском р і нормальни-

ми переміщеннями точок границі напівпросторів діє 
відоме інтегральне співвідношення (3) (див. рис. 4): 
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Тут 2,1,, =ν iEii  – коефіцієнт Пуасона і модуль пру-

жності матеріалу кожного з контактуючих тіл, розподіл 
тиску ),( ηξp  і контактна площадка S  є невідомими і 

шуканими, а 
)1()1(

*
2
21

2
12

21

ν−+ν−
=

EE

EE
E .  

 

 
 

Рисунок 5 – Регулярна трикутна сітка з кроком с та із  вузлами 

),( ji  і пірамідальний елемент тиску ijn pp ≡
 
[2] 

 

Як один із варіантів чисельного розв’язання конта-
ктної задачі використовується подання шуканого розпо-
ділу тиску р у вигляді комбінації  пірамідальних куско-
во-лінійних функцій ijn pp ≡  (рис. 5)

 

( ) nnn p
n

pp ⋅η−ηξ−ξ≅ηξ ∑ ,ˆ),( . Формування розв’я-

зувальних співвідношень здійснено на основі двох на-
ступних підходів:  
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1) прямий метод (або метод колокацій), у якому 
система формується шляхом запису умов (4) для задано-
го набору точок колокації;  

2) варіаційний метод (принцип Калькера), у рам-

ках якого за дійсні приймаються вузлові значення кон-

тактного тиску, що мінімізують функціонал енергії [1, 

2, 5–7].  

При застосуванні методу колокацій маємо: 
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де  
( )

( )
∑ ∫∫ ηξ

ρ
⋅ηξ

=
m S

m dd
pp

yxw
)1(

~~,ˆ
),(

)1(

 – «шаблон» 

форми розподілу переміщень для одиничного піраміда-
льного елемента (див. рис. 6).  

 

 
 

Рисунок 6 – Відображення індексів для обчислення коефіцієн-

тів «шаблону» 

 

 
 

Рисунок 7 – Модель шорсткого складнопрофільного пружного 
тіла: 1 – пружне гладке тіло  Ω′  ( S ′ –  границя гладкого тіла 

Ω′ ); 2 – шорсткий шар ∧Ω  (
∧S – границя  СПТ) 

 

Алгоритми обчислення ),( yxw  можуть бути різ-

номанітними [1, 2, 6]. Зокрема, слідуючи [2], можна для 
вузлових точок записати (7) у вигляді:  
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Тут фігурують значення матриці коефіцієнтів 
впливу С = ( )nmC  для різних розмірів гратки с. Для 

обчислення коефіцієнти впливу nmC  достатно скориста-

тися тим, що ці коефіцієнти визначаються їх відносним, 

а не абсолютним, розташуванням:  

( ))()(),()(
*

mjnjminiw
E

c
Cnm −−

π
= . 

 

Крім  того, важливою властивістю є  симетрія пі-
рамідального елемента та базової сітки триангуляції 
області можливого контакту. Це дає підстави обчислю-

вати значення коефіцієнтів jiw ′′  тільки у вузькому 

секторі { }iji ′≤′≤≥′ 0,0  (на рис. 6 – світло-сірий фон). 

Для довільного jiw ′′  використовується власна вісь 

симетрії ijji ww ′′′′ = , що графічно відображається від-

повідністю індексів ( ji ′′, ), наведених на рис. 6. 

Дискретизовані умови контактування набувають 
вигляду: 
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де 21 δ+δ=δ  – сумарне зближення, а ),( nnn yxhh =  – 

вузлові значення початкового зазору. Природні вимоги 

до контактного тиску трансформуються у обмеження:    

Jmpm ∈≥ ,0 ; 0=mp , Jm∉  (
mJ  – індекси вузлів 

сітки, що належать області контакту). Інша  природна 
інтегральна умова – рівність сумарного зусилля, ство-
рюваного контактним тиском, притискному зусиллю:  
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. Отже, формується система співвідно-

шень 
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що може бути розв’язана за допомогою ітераційної 
процедури, у ході якої  уточнюється множина J . 

Як  альтернатива запропонованому підходу вико-
ристаний варіаційний принцип Калькера [7]. Він полягає 
у тому, що дійсний розподіл р доставляє мінімум повної 
додаткової роботи Ф(р) 
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де S  – область, що покриває область можливого конта-
кту.  

Застосування певних квадратурних формул типу  
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призводить до наступної задачі квадратичного програ-
мування: 
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Умови мінімуму (12) призводять до систем спів-
відношень типу (9), (10). 

Розширення вихідної постановки задачі про кон-

такт гладких тіл  може бути здійснено у багатьох напря-
мках. Зокрема, для шорстких тіл (рис. 7) можливе засто-
сування різних аналітичних моделей контакту [1, 2, 8]. 

Так, проста модель типу Вінклера [8] 
 

puz λ=∧                                 (13) 
 

описує властивості пружного шару з податливістю λ . 

Приймаючи модель (13), одержуємо: 
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Тут модифіковані коефіцієнти матриці впливу 

nmnmnm CC λδ+=Σ  визначаються з урахуванням підсумо-

вування «глобальної» податливості гладких тіл (розгля-
даються як напівпростори) та «локальної» – шару Вінк-
лера, що моделює, наприклад, властивості шорсткості. У 

підсумку маємо: 
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Цю систему співвідношень можна розв’язувати  за 
допомогою процедури ітераційного уточнення області 
контакту і розподілу контактного тиску [1, 2, 5, 9]. 

Що стосується проблеми синтезу геометричної 
форми тіл за умови контактної міцності, то можливе 
пряме й безпосереднє застосування методів функцій 

рівня та зануреної границі [10–13] включно із оптиміза-
цією в контактних задачах [14] та методів змінної густи-

ни або SIMP (ізотропного суцільного матеріалу без 
штрафу) [15–17] до задачі про тіла, що контактують. Ці 
методи передбачають накладання, як правило, багато-
крокових ітераційних процедур нелінійного програму-
вання на багатократне розв’язання задач аналізу контак-
тної взаємодії, що теж розв’язується переважно ітера-
ційними методами. Отже, відбувається лавиноподібне 
нарощування (примноження) ітераційних процедур. 
Такий традиційний підхід зводить нанівець будь-які 
зусилля із підвищення ефективності розв’язання задач 
аналізу. Отже, вкрай необхідним є розроблення нового, 
альтернативного підходу, у якому передбачалося б 

об’єднання низки процедур із прозорим фізичним смис-
лом, математичною формалізацією та обчислювальною 

ефективністю. Якраз це і складає одне із основних за-
вдань цієї роботи (див. нижче). 

У роботі [2] описані нові методи і моделі аналізу ко-

нтактної взаємодії СПТ тіл із розділяючим їх нелінійно 
пружним шаром. При цьому, слідуючи цій роботі, можна 
для випадку контакту виділити два випадки: контакт тіл 
неузгодженої і узгодженої форм. У першому випадку 
(див. вище) початковий зазор між тілами подається у 
вигляді квадратичної форми координат (або іншої функ-
ції) у площині, дотичній до точки геометричного контакту 
тіл (у багатьох випадках може бути застосована модель 
Герца). У другому випадку має місце збіг (конгруент-
ність) поверхонь контактуючих тіл на деякій ділянці 
поверхні. У той же час прагнення до поліпшення функці-
ональних властивостей вузлів машин визначає тенденцію 

проектування деталей з близькими, але не співпадаючими 
поверхнями. У цьому випадку не застосовні ні модель 
Герца, ні Штаєрмана, ні інші моделі [1, 2]. Більш того, не 
завжди контактуючі поверхні можуть бути описані аналі-
тично. Таким чином, на додаток до традиційної класифі-
кації, можна ввести третій тип контактуючих СПТ. Він 

характерний тим, що локалізація контакту у номінально-
му вихідному стані або лінійна, або точкова. При цьому 
величини зазорів, пружних переміщень, зближень за 
рахунок обтискання проміжних шарів – сумірні. А, зна-
чить, незастосовні моделі і методи, що працюють для 
двох перших випадків за [1, 2]. Цим і визначається дослі-
джуваний у роботі випадок контакту тіл, названих склад-
нопрофільними.  

Для розв’язання задачі про контактну взаємодію в 
одержуваній системі складнопрофільних тіл залучають-
ся 2 підходи. Перший із них заснований на локальному 
формулюванні задачі про контакт напівнескінченних тіл. 
Він базується на виконанні умов сумісності нормальних 
переміщень точок поверхні взаємодіючих тіл (рис. 8): 

 

huu ≤+ νν
)2()1( ,                    (16) 

 

де )2()1( , νν uu  – нормальні переміщення точок поверхні 

тіл 1 і 2 відповідно, а 
21 hhh +=  – зазор у спряженні 

контактуючих тіл за нормаллю ( )2()1( ν−=ν ). 

Подаючи нормальні переміщення точок поверхонь 
СПТ у вигляді 

 

2,1,)()()( =−δ=ν iwu iii ,                 (17) 
 

де )(iδ  – зміщення нескінченно віддалених точок тіл 1 і 

2, а )(iw  – розподіл прогинів точок границі напівпросто-
ру, викликане контактним тиском р, отримуємо співвід-
ношення, що зв’язує локальне зближення 

)2()1( www += , загальне зближення тіл )2()1( δ+δ=δ , 

розподіл зазору h  і контактний тиск р (див. рис. 4 та 
співвідношення (6)): 
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Це граничне інтегральне рівняння може бути дис-
кретизоване із застосуванням, наприклад, базисних 
функцій (див. рис. 5). Тоді система співвідношень наби-

рає вигляду [2] (див. вище): 
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де С – матриця коефіцієнтів впливу, що визначає пере-
міщення у i –му вузлі сітки дискретизації при дії тиску 

jp  одиничної величини і з розподілом за базисною 

функцією, що відповідає j –му вузлу (рис. 5), а ih  – 

вузлові зазори. Якщо між контактуючими тілами знахо-
диться пружний шар із фізично нелінійними характери-

стиками  

 4,3),()()( == ipww ii ,                  (20) 
 

то у співвідношення (19) увійдуть додаткові складові:  
                                          

iii
j

jij hpwpwpC −δ=++∑ )()(
)4()3(

,        (21) 

де )(),( )4()3( pwpw ii
 – додаткові прогини за рахунок 

деформування шарів на поверхнях контактуючих тіл 1 і 
2. Це можуть бути, наприклад, шари шорсткості, для 
яких справедливі співвідношення [2] 

 

s
pw λ= .                      (22) 

 

Тут s,λ   – параметри, які визначаються мікромеханіч-

ними характеристиками шорсткості (середня висота 
виступів шорсткості 

aR , фізико-механічні характерис-

тики матеріалу і вид механічної обробки поверхні). Ці 
параметри можуть бути розраховані на основі статисти-

чних мікромеханічних моделей контакту шорстких тіл 
[8] або з експериментальних даних [18], або із статисти-

чних моделей [19–27]. 

 

 
 

Рисунок 8 – Контактна взаємодія тіл 1 і 2 

 

Отримується у загальному випадку нелінійна сис-
тема рівнянь і нерівностей, відмінною рисою якої є на-
явність нелінійних доданків в умовах сумісності пере-
міщень. Ця особливість відрізняє створену модель від 
традиційних [1], у яких в лівій частині рівнянь і нерівно-
стей (16) присутні тільки лінійні члени. Структурна 
нелінійність цих співвідношень, яка зумовлена наявніс-
тю умов типу нерівностей, доповнюється також і фізич-
ною. При цьому складові, відповідальні за останню, 

присутні у співвідношеннях, що описують першу. У 

результаті отримуємо пов’язані нелінійні умови контак-
тної взаємодії, далі в роботі названі структурно-
фізичною нелінійністю [2].  

Таким чином, застосування локальної постановки 

дало можливість різко розширити коло досліджуваних 
об’єктів механіки контактної взаємодії за рахунок вклю-

чення в цей процес, окрім гладких тіл [1], і тіл із лінійно-
пружним шаром на поверхні [2, 3], також і тіл із нелі-
нійно-пружним проміжним шаром між ними. Важливо, 
що методологія формування розв’язувальної системи 

рівнянь залишилася в цілому аналогічною, хоча резуль-
тат – якісно відмінний. Це дає можливість розглядати 

випадки контакту гладких тіл і тіл із лінійно-пружним 

шаром між ними як частинні випадки одержуваних 
співвідношень. 

Для контакту тіл із проміжним шаром розвинено 
другий підхід, заснований на застосуванні варіаційного 
принципу Калькера [7]. Він формується щодо шуканого 
контактного тиску, тобто (див. вище) фізична розмір-
ність задачі знижується на одиницю. У підсумку, роз-
ширивши відоме формулювання принципу Калькера [7] 

(див. вище), отримуємо задачу мінімізації функціонала 
додаткової енергії 
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на невід’ємному тиску р. Цей опуклий функціонал скла-
дається з суми квадратичної форми тиску і нелінійної 
частини 

nΦ , що відповідає нелінійно-пружному шару. 

Застосування квадратурних формул переводить задачу 
(23) у матричному записі до вигляду: 

 

 hpDCp −δ=+ )( .          (24) 
 

Тут С – матриця коефіцієнтів впливу (породжується 
квадратичною частиною функціоналу), )( pD  – компо-

нента, що породжується нелінійною частиною функціо-
налу загального вигляду, р – масив значень контактного 
тиску у вузлах квадратурних формул, а δ  і h  – мають 
той же сенс, що і у (19). При застосуванні певного виду 
квадратурних формул, як це було показано у [2] (див. 
вище), отримувані співвідношення (24) для випадку 
контакту гладких тіл співпадають із співвідношеннями, 

отриманими у локальній та гранично-інтегральній по-
становках. У той же час варіаційна постановка дає мож-

ливість більш строго обґрунтувати існування, єдиність і 
збіжність чисельного розв’язку контактної задачі. 

Цей підхід має математичну строгість, універсаль-
ність та природній перехід до дискретної форми. З іншо-
го боку, порівняно із традиційною скінченно-
елементною постановкою (див. далі) різко знижується 
розмірність масиву шуканих змінних (оскільки як варі-
йовані виступають вузлові значення тиску на сітці, що 
накинута тільки на поверхню, а не на весь об’єм, який 

займає СПТ), і у багатьох випадках це дає можливість 
підняти оперативність розв’язання задач аналізу при 

збереженні точності одержуваних результатів. Така 
властивість особливо важлива на перших етапах проек-
тних досліджень, коли потрібне здійснення великого 

обсягу різноманітних розрахунків НДС СПТ із ураху-
ванням контактної взаємодії. 

Метод, заснований на використанні варіаційного 

принципу Калькера, природно підходить до застосу-
вання у випадку контакту напівнескінченних тіл, 
деформування яких від дії нормального тиску на по-

верхні мало відрізняється від деформування пружного 

напівпростору. Одним із обмежень при цьому є вимо-

га значного перевищення габаритів контактуючого 

тіла над розмірами плями контакту. У той же час при 

невиконанні цієї вимоги можна адаптувати запропо-

нований метод, замінивши аналітичний розв’язок 
задачі Буссінеска для напівпростору на функцію Грі-
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на для тіл скінченних розмірів [2]. У дискретному 

варіанті це означає заміну аналітично обчислюваних 

компонент матриці коефіцієнтів впливу С на такі, що 

визначаються чисельно (наприклад, за допомогою 

МСЕ). При цьому матриця С видозмінюється, проте 
додаткові операції будуть потрібні тільки на етапі 
формування системи розв’язувальних рівнянь, не 
зачіпаючи етапи розв’язання, які формують переваж-

ну складову загального обсягу розв’язання задачі.  
Отримання розв’язувальних рівнянь типу (24) є 

тільки початковою частиною поставленої у роботі про-
блеми. Важливим же компонентом є розробка методів 
розв’язання цієї системи співвідношень, принциповою 

відмінністю якої від, наприклад, традиційної системи 

нелінійних рівнянь, є те, що невідомими є не тільки шу-
кані вузлові змінні, але і склад їх множини, оскільки 

шуканою є також і область контакту. Таким чином, за-
стосування традиційних методів розв’язання у цьому 
випадку напряму  неприйнятне. З іншого боку, вже існу-
ють методи розв’язання подібних задач для гладких тіл і 
тіл з лінійно-пружними шарами, що продемонстрували 

працездатність і ефективність [2]. У зв’язку із цим перс-
пективним є розвиток та узагальнення цих методів на 
досліджуваний випадок. Зокрема, систему (24) можна 
подати як 

 [ ])( pDhCp +−δ= ,          (25) 
 

що дає можливість організувати ітераційний процес 
уточнення розв’язку, трактуючи останній доданок у (25) 

як певний додатковий зазор ( ,...2,1,0=s ): 
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Співвідношення (26) відображають суть методу 
додаткових зазорів (МДЗ) [2].  

З іншого боку, систему (24) можна подати у вигля-
ді: 

[ ] hppC −δ=λ+ ∧
)( ,               (27) 

 

де змінна контактна податливість )( p∧λ  визначається 

рівністю 

)()( pDpp =⋅λ∧ .            (28) 
 

Це дає можливість організувати ітераційний про-
цес ( ,...2,1,0=s ) 
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Співвідношення (29) реалізують метод змінних па-
раметрів податливості (МЗПП) [2]. 

Представлені МДЗ і МЗПП зводять вихідну струк-
турно-фізично нелінійну задачу до послідовності контак-
тних задач для гладких тіл або тіл із лінійно пружним 

проміжним шаром між ними. Фізичне трактування цих 
методів полягає у тому, що розв’язок вихідної задачі 
збігається з розв’язком задачі для контакту гладких тіл зі 
спеціально підібраною корекцією профілю поверхні 
(МДЗ) або з вінклеровим шаром зі спеціально підібраною 

нерівномірною податливістю (МЗПП). Крім цих методів, 

можливе застосування, наприклад, процедур, аналогічних 
методу Ньютона-Рафсона, проте доповнених процедурою 

корекції множини активних обмежень (тобто тих вузлів, у 
яких виконуються умови контакту). Також для мінімізації 
нелінійного функціоналу Калькера на опуклій множині 
невід’ємного вузлового тиску у роботі [2] запропоновано 
застосовувати релаксаційні методи, що складаються з 
реалізації алгоритмів для розв’язку системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь типу методу послідовної верхньої 
релаксації (МПВР), доповненою процедурою покрокової 
проекції поточного наближення розв’язку на обмеження. 
Запропоновано також нові процедури блочної релаксації з 
проекцією [2]. 

Крім того, у [2] розроблені нові підходи до якіс-
ного аналізу і кількісного опису контактної взаємодії 
СПТ. Відгук картини розподілу контактного тиску на 
варіювання значущих параметрів, які фігурують у 
співвідношеннях для опису їх контактної взаємодії, 
трактується у вигляді двох процесів: зміна форми і 
розмірів плями (області) контакту, а також зміна фор-

ми і розмірів «купола» розподілу тиску, що спирається 
на цю область контакту. При цьому можна визначити 

чутливість зміни контрольованих областей і розподілів 
на варіювання тих чи інших параметрів. У першу чер-

гу, це дає уявлення про тенденції та інтенсивності змі-
ни розв’язку задач аналізу контактної взаємодії при 

зміні певних величин. Відповідно, визначається мно-

жина параметрів, шляхом варіювання якими у першу 
чергу доцільно оптимізувати розв’язок задач за тим чи 

іншим критерієм. Для оцінки вкладу в загальний ба-
ланс переміщень у контакті СПТ  розроблений новий 

спосіб їх геометричної інтерпретації. Він полягає в 
тому, що загальне переміщення в кожній точці контак-
ту подається у вигляді суми трьох доданків: перший 

відповідає за переміщення, викликані «глобальною» 

пружною деформацією гладких СПТ; другий породжу-
ється локальним обтисканням проміжного шару; тре-
тій відповідає початковому зазору. Баланс переміщень 
подається у вигляді точки на одиничній сфері. При 

зміні параметрів точка на сфері прокреслює характерну 
траєкторію. Крім поточкових, введена також і аналогі-
чна інтегральна характеристика за всією областю кон-

такту. Таким чином, побудовані нові характеристики, 

що дають можливість інтерпретувати внесок різних 
складових у баланс переміщень у контакті СПТ. 

У результаті побудована система розв’язувальних  
співвідношень, які описують структурно-фізичну нелі-
нійність у контакті, а також розроблені методи їх 
розв’язання, і, крім того, способи аналізу та оцінки зміни 

отримуваних розв’язків при варіюванні вихідних даних. 
Створені моделі, методи та засоби складають теоретичні 
підвалини, які лежать у основі досліджень контактної 
взаємодії СПТ.  

Сформульовані фізично-структурно нелінійні спів-
відношення, а також розроблені методи їх розв’язання, 
служать основою для розробки методів розв’язання 
обернених задач. Зокрема, становить інтерес задача 
синтезу геометричної форми контактуючих тіл із метою 

формування заданого розподілу контактного тиску р. 
Для цього передбачається використовувати ті ж співвід-
ношення (19), (21) і (24), що і для розв’язання задач 
аналізу. Дійсно, з формальної точки зору ці співвідно-
шення можна трактувати і як щодо набору шуканих 
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величин ),( δp  при заданих ),( Ph , і – навпаки. Таким 

чином, удається на єдиній системі співвідношень буду-
вати як розв’язання задач аналізу, так і синтезу. 

У рамках другого напрямку аналізу методів до-

слідження контактної взаємодії  варто визначити 

потужний апарат теорії варіаційних нерівностей 

(ТВН) [28, 29]. Ця теорія може бути застосована для 
розв’язання задач аналізу контактної взаємодії  [2, 

3]. Як один із варіантів дискретизації при цьому 

може бути використаний метод скінченних елемен-

тів. Із застосуванням ТВН задача може бути зведена 
до пошуку мінімуму функціоналу повної енергії 
системи контактуючих тіл на множині полів пере-
міщень, що задовольняють умовам непроникнення у 

вигляді нерівностей.  

Так, у [2] визначається, що постановкою, альтер-

нативною локальній, є варіаційне формулювання кон-

тактної задачі. У цьому випадку можна розглянути два 
найбільш перспективних варіанти. Перший базується 
на модифікації варіаційного принципу  Калькера (див. 
вище). Другий варіант випливає з постановок задач про 

контактну взаємодію пружних тіл на основі ТВН [28, 

29]. У досліджуваному випадку як таке нелінійне пру-
жне тіло в системі присутній шар, матеріал якого під-

коряється, наприклад, закону (22). Перетворивши це 
співвідношення, контактний тиск р можна надалі трак-
тувати як напруження в тонкому шарі типу вінклерово-

го, а, відповідно, можна застосувати підхід ТВН, що, як 
уже зазначалося, зводить вихідну задачу в кінцевому 
рахунку до мінімізації функціоналу повної внутрішньої 
енергії досліджуваної системи тіл (включаючи і нелі-
нійний шар): 

 

min)( →uI ,    (30) 
 

де u  – множина розподілів переміщень точок взаємодію-

чих тіл, в т.ч. і нелінійно-пружного шару. Застосовуючи 

до цього функціоналу (30) процедуру дискретизації, на-
приклад, за МСЕ, отримуємо у результаті функціонал у 
вигляді суми квадратичної і лінійної форм, що відповіда-
ють за енергію лінійно-пружної частини досліджуваної 
системи, і нелінійного доданку, відповідного енергії нелі-
нійно-пружного шару: 

 

)(
2

1
)( XIFXKXXuI nT +−≈ .        (31) 

 

Процедура лінеаризації отриманого опуклого фун-

кціоналу (31) може бути здійснена методами множників 
Лагранжа, штрафу, застосуванням інших процедур [2] 

або шляхом прямої лінеаризації із проекцією на множи-

ну обмежень (16). У будь-якому випадку такі відомі 
методи мають ті загальні недоліки, що як масив шука-
них величин (при застосуванні, наприклад, МCЕ) висту-
пають вузлові переміщення всіх вузлів скінченно-
елементної сітки взаємодіючих тіл: і в об’ємі, і на повер-
хні. Таким чином, при застосуванні ітераційних проце-
дур розв’язання задачі потрібне оперування з великими 

масивами вузлових змінних, у той час як у контактних 
умовах задіяна тільки та частина вузлових переміщень, 
яка знаходиться у зоні можливого контакту. 

Третій напрямок аналізу стосується моделю-

вання мікромеханічних властивостей поверхневих 

шарів матеріалу контактуючих тіл. Ці властивості  

(тобто локальне (місцеве) зминання поверхневого 

шару, наприклад, шорсткості, плівок, напилень то-

що) здійснюють суттєвий вплив на контактну взає-
модію тіл будь-якої форми. Хоча деформація цих 

шарів незначна, сама їх присутність викликає, так-би 

мовити, «фізичну регуляризацію» задачі. Дійсно, із 
фізичних міркувань неможлива передача нескінчен-

ного тиску через поверхневий шар матеріалу (типу 

вінклерового). Внаслідок цього усуваються особли-

вості у розподілі контактного тиску, навіть у випад-

ку контакту тіл у формі клину. Цей ефект особливо 

важливий для контакту тіл близької форми, коли 

«місцеві» (локальні) та «загальні» (глобальні) пере-
міщення точок поверхонь є співмірними. 

Якщо розглянути зазначений напрямок більш 

детально, то для визначення напрямків досліджень у 
роботі [2] розглядається сучасний стан методів дослі-
дження контактної взаємодії елементів машинобудівних 
конструкцій складної геометричної форми, у т.ч. – у роз-
різі та із урахуванням мікромеханіки поверхневих та 
проміжних шарів. Як уже зазначалося вище, поверхні 
реальних тіл на мікроскопічному рівні не є ідеально глад-
кими, а мають випадковий профіль, що складається з 
опуклостей і западин. Це означає, що при первинному 
контакті стикання відбудеться не на всій номінальній 
поверхні, а лише на її малій частині, яка буде збільшува-
тися в міру зростання притискного зусилля у певному 
зв’язку із деформаціями мікронерівностей. Урахування 
впливу шорсткості на характер контактної взаємодії є 
фундаментальним завданням, яке, незважаючи на істот-
ний прогрес декількох поколінь дослідників за тривалу 
історію, далеке від повного вирішення. 

Перші спроби побудувати модель контакту шорст-
ких тіл пов’язані із застосуванням теорії Герца до окре-
мих вершин нерівностей. Однак отримані таким чином 

теоретичні оцінки не узгоджувалися із експерименталь-
но встановленим законом пропорційності між величи-

ною притискного зусилля P і площею плями контакту A. 

Протиріччя, на яке вказав Дж. Арчард [30], полягало в 
тому, що з ростом навантаження не тільки збільшується 
площа існуючих контактних майданчиків, а й виника-
ють нові. Ним було запропоновано наближення, згідно з 
яким на нерівностях розташовуються мікронерівності, 
на яких у свою чергу присутні ще менші мікронерівнос-
ті. Така модель зі зростанням числа ступенів збільшення 
у граничному значенні давала шукану пропорційність. 

Наступні уточнення теорії шорсткого контакту ма-
ли на меті отримання не тільки якісно вірних, а й кількі-
сно точних оцінок поведінки. Для цього були задіяні 
методи статистичного осереднення. Вичерпна теорія, що 
описує статистичні властивості випадкових поверхонь, 
запропонована в роботі [23]. Однак ще до її появи Грін-

вуд і Вільямсон розробили модель контакту, засновану 
на спрощуючих припущеннях щодо розподілу характе-
ристик нерівностей [31]. Зокрема, їхня форма була при-

йнята сферичною, так що при навантаженні контакт 
здійснюється на кругових областях, а кривизна - постій-

на для всіх вершин незалежно від висоти. Із використан-

ням співвідношень теорії Герца для всіх нерівностей та 
осередненням одержуваних випадкових величин були 

обчислені значення дійсної площі контакту і повного 

зусилля, що передається через мікронерівності, як функ-
ції середнього зазору між поверхнями. Отримані спів-
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відношення містили в собі наступні параметри: щіль-
ність вершин, середню кривизну шорсткостей та серед-
ньоквадратичне відхилення передбачуваного гауссового 

розподілу висот нерівностей.  

Теорія Грінвуда-Вільямсона допускає великі мож-

ливості для уточнення, зокрема, щодо геометричних 
властивостей випадкових поверхонь. Так, на розвиток 
цієї моделі враховується випадковий розподіл кривизн 

вершин нерівностей. У подальшому окремі положення 
моделі були переглянуті як самим Грінвудом [32], так і 
багатьма іншими авторами. Так, Маккул [33] запропо-
нував використовувати двопараметричний розподіл 
Вейбулла для опису висот нерівностей. В оригінальній 

теорії Грінвуда-Вільямсона контакт окремих нерівнос-
тей враховувався незалежно. У роботах М. Чіаварелла 
[19, 20] було враховано взаємний вплив від деформацій, 

викликаних прикладанням контактних зусиль у сусідніх 
вершинах. Окремі моделі містять режим пластичних 
деформацій. Їх наявність зазвичай заперечується тим, 

що нерівності не збільшують значення максимального 
контактного тиску відносно середнього значення насті-
льки сильно, щоб це призводило до істотних пластичних 
деформацій. Крім того, навіть у разі їх виникнення, є всі 
підстави вважати, що всі наступні навантаження після 
декількох циклів зминання найбільш навантажених 
ділянок поверхні відбуватимуться пружно. 

Надалі розвиток теорії шорсткого контакту 
пов’язаний із фрактальною природою геометрії тіл. 
Результати теоретичних досліджень [27, 34, 35] проде-
монстрували значимість впливу масштабного ефекту 
топографії поверхонь на прогнозовану контактну пове-
дінку. Чим більше деталей фрактальної поверхні врахо-
вуються на все більш дрібному масштабі, тим більше 
контактна пляма дробиться на кластери мікроконтактів. 
При цьому у граничному значенні для самоподібної 
поверхні їх кількість прямує до нескінченності, при 

цьому повна площа контакту зменшується до нуля. 
Однак реальні системи характеризуються скінченними 

нижньою і верхньою границею масштабів нерівностей, 

і, відповідно, вони є ключовими характеристиками ви-

падкової топографії. Ці висновки підтверджуються чис-
ленними дослідженнями [25, 26, 36], у тому числі про-
веденими за допомогою чисельного моделювання. 

Перссон розробив детальну модель, у якій обґрун-

тував обернено-потенціальну залежність значення кон-

тактного тиску від величини середнього зазору між 

притискуваними поверхнями [19]. Така поведінка очіку-
ється при помірному притисненні поверхонь, коли 

зближення призводить до розвитку контакту на велико-
му числі вершин нерівностей, але далеко від встанов-
лення повного контакту. Для перевірки основних поло-
жень цієї теорії були проведено чисельне моделювання, 
яке підтвердило якісно і в загальному випадку також 

кількісно основні оцінки [21]. 

Ще однією величиною, що відображає властивості 
шорсткого контакту, є контактна жорсткість. Як показав 
Барбер [25], запропонувавши пряму аналогію між зада-
чею пружного контакту і електричною провідністю, вона 
безпосередньо пов’язана з опором контактуючих тіл [22, 

31]. Відповідно до теорії Грінвуда-Вільямсона, так само 
як і теорії Перссона, контактна жорсткість прямо пропор-
ційна притискному зусиллю. Однак у низці інших дослі-
джень вказується степенева залежність з показником від 

0.5 до одиниці [24, 37, 38]. Ключовим параметром, що 
впливає на точне його значення, є фрактальна розмірність 
поверхні, що знайшло вираження в аналітичній оцінці, 
запропонованій Портом і Поповим [39, 40]. У роботі [41] 

відзначається, що ця залежність, яка прогнозує показник, 
менший одиниці, справедлива лише за малих розмірів 
систем, де значущим є лише найвища нерівність із фрак-
тальним профілем. В інших же випадках, коли у контакт 
вступає статистично значимий ансамбль нерівностей на 
великій площі, виконується лінійний закон, що передба-
чається класичними теоріями. 

Порт і Попов в роботі [42] розглянули контактну 
жорсткість. Для цієї величини герцевському закону 
зміни з зусиллям передує фрактальний режим, аналогіч-
ний поведінці номінально плоских шорстких тіл. При 

цьому цей перехід відбувається за значно меншого на-
вантаження, ніж те, яке потрібно для встановлення су-
цільної герцевської плями контакту. 

Отже, можна зазначити, що існує значна кількість 
теоретично, чисельно та експериментально визначених 
моделей для опису властивостей поверхневих шарів 
контактуючих тіл. Застосування тих чи інших залеж-

ностей визначається конкретними умовами.  

Дійсно, як уже відзначалося, поверхні деталей 

механізмів і машин не є абсолютно гладкими. Іхній 

мікрорельєф (рис. 9) дає декілька складових. По-

перше, на цей мікрорельєф чинить вплив структура 
зерен та міжзеренного простору (для кристалічних 

матеріалів) або міжкомпонентні (аж до масштабу 

міжмакромолекулярних) зв’язки (для аморфних, 

композиційних матеріалів). По-друге, суттєвим є 
вплив інструменту та режимів обробки поверхонь 
при виготовленні деталей, у т.ч. – механічної, тис-
ком або литтям. При цьому важливими є способи 

модификації поверхневих шарів матеріалів (термо-

обробка, хіміко-термічна обробка, напилення, плас-
тичне деформування поверхневих шарів, нанесення 
тонких плівок тощо). По-третє, важливу роль віді-
грають залишкові напруження, що також впливають 
на властивості приповерхневих шарів деталей ма-
шинобудівних конструкцій. Ці напруження виника-
ють внаслідок дій технологічних чинників, які на-
шаровуються у процесі виготовлення деталей. Таким 

чином, у підсумку приповерхневі шари деталей маши-

нобудіних конструкцій набувають форм і фізико-

механічних властивостей, відмінних від основного 

матеріалу. Це чітко прослідковується, наприклад, на 
прикладі мікрорельєфу (див. рис. 9, 10). Він має сто-
хастичний характер розподілу висоти мікронерівностей. 

Для опису цього розподілу вводяться осереднені харак-
теристики, наприклад, – середнє відхилення  від умов-
ного номінального рівня. Крок мікронерівностей (у 
координатах поверхні деталі) – від 10

-6
 до 8⋅10

-3
 м, їхня 

висота – від 3⋅10
-8
 до 3⋅10

-4
 м [43]. Базова довжина, тобто 

та довжина, на якій визначаються статистичні показники 

мікрорельєфу, складає 8÷22⋅10
-3
 м залежно від класу 

чистоти обробки деталей. Якщо крок  періодичних нері-
вностей  перевищує цей розмір,  то їх відносять до хви-

лястостей. Одиничні ж відхилення від номінальної фор-
ми є макровідхиленнями. На рис. 11 умовно показані 
співвідношення мікронерівностей, які характеризують 
шорсткість, хвилястості та макровідхилення.  
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Рисунок 9 – Приклади мікрорельєфу [2, 43]:  

а – ділянка профілограми; б – основна розрахункова схема 
контакту ідеально гладкої та шорсткуватої поверхні із  
сферичними нерівностями  (а – вихідне положення;  

б – після прикладання притискної сили); 

в – контакт двох шорсткуватих тіл (стержнева модель) 

 

 
 

Рисунок 10 – Приклади моделей шорсткості 
 (геометрична модель):  

а – двох шорстких поверхонь; б – гладкої   
та «еквівалентної» шорсткої поверхонь [1] 

 

 
 

Рисунок 11 – Профіль поверхні деталі: 
1 – макровідхилення; 2 – хвилястість;  

3 – шорсткість  [2] 

 

Крім особливостей геометричної форми, припове-
рхневі шари матеріалу тієї чи іншої деталі мають також 

фізико-механічні властивості, відмінні від властивостей 

матеріалу у глибині деталі. Це викликане не тільки 

мікроструктурою цих шарів, але й сукупною дією чин-

ників, які впливають на ці приповерхневі шари при 

виготовленні (див. вище), а також в умовах реальної 
експлуатації. Крім того, із функціональних вимог між 

контактуючими тілами часто розміщують прокладки, 

плівки, шари – тобто тонкі деталі із відповідними хара-
ктеристиками. 

Таким чином, з точки зору контактної механіки 

маємо взаємодію не гладких тіл, а тіл із нанесеними 

або привнесеними проміжними шарами. Фізично це 
призводить до того, що замість номінальної площі 
контакту (як для гладких тіл), до розгляду вводиться 
фактична площа контакту (тобто сукупність контакт-
них зон мікронерівностей). Крім того, хвилястість 
формує кластери фактичних площадок контакту, 

сукупність яких є контурною площею контакту. 

Для моделювання контактної взаємодії шорстких 
(шорсткуватих) тіл прямий опис усіх перелічених чинни-

ків незастосовний, оскільки це призводить до занадто 
громіздких та неефективних із точки зору, наприклад, 
чисельного дослідження моделей. З іншого боку, з огля-
ду на слабкий взаємний вплив деформування окремих 
мікронерівностей, їх можна подати у вигляді псевдоша-
ру, віднісши усі характеристики мікрорельєфу до фізико-
механічних властивостей матеріалу цього шару. При 

цьому, як правило, такі моделі описують місцеві дефор-
мації такого псевдошару, тобто силовий розподілений 

вплив викликає у цьому шарі тількі місцеві (локальні) 
його деформації. Така модель вперше до розгляду була 
запропонована І. Я. Штаєрманом [1]. Особливостями 

такого шару, на відміну від основи Вінклера, є: нормаль-
ний тиск на зовнішню його поверхню спричиняє не тіль-
ки «локальну» деформацію шару, але й передається на 
глибинні шари тіла, спричиняючи «глобальну» деформа-
цію усього тіла; у загальному випадку залежність проги-

нів (локальних переміщень точок зовнішньої поверхні 
шару, умовно зафіксованих на внутрішній його поверхні) 
має нелінійних характер відносно нормального тиску р  

 

)( pww = ,                  (32) 
 

яка у багатьох випадках [44] замінюється лінійною 

залежністю 

wcppw v=λ= , ,                    (33) 
 

де vc,λ – так звані контактна податливість та жорст-

кість відповідно. 

У підсумку слід визнати, що подальші дослі-
дження контактної взаємодії шорсткуватих тіл зале-
жать від типу моделі, яка пов’язує мікроструктурні 
властивості приповерхневих шарів матеріалів дета-
лей, із одного боку, та моделей місцевої (локальної) 
деформації (32), (33), – з іншого. На цьому рубежі 
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здійснюється перехід від мікро- до макромеханіки 

контактної взаємодії. 
Як уже було зазначено, для опису властивостей ша-

рів шорсткості застосовуються різноманітні моделі. Вони 

досягли на сьогодні значного прогресу, проте не втрати-

ли застосовності також і традиційні підходи, які базують-
ся або на спрощених моделях, або на емпіричних даних. 
Перші з них оперують, наприклад, певними геометрич-
ними формами мікронерівностей, розміри яких мають 
деякий статистичний розподіл у площині контакту. Так, 
у [1] розглядається синусоїдальний розподіл мікрорельє-
фу. Крім того, досліджуються також моделі мікронерів-
ностей, що подаються простими геометричними фігура-
ми (сфери, піраміди, конуси, стержні тощо). При цьому 
контактна взаємодія кожної пари мікронерівностей опи-

сується, як правило, деякою аналітичною залежністю, 

наприклад, моделлю Герца. Так, отримали розповсю-

дження стержнева модель Крагельского, еліпсоїдальна, 
двопараметрична модель Дьомкіна. Серед емпіричних 
можна виділити модель, яка описана у [45], де запропо-
нована ступенева залежність  

 

mcpw = ,    (34) 
 

де c , m – параметри, що залежать від матеріалу деталі, 
мікрорельєфу його поверхні та технологічної операції 
обробки [8]. 

Слід зазначити також, що нормальний контакт, 
як правило, не можна відділити від процесів тертя і 
зношування, які супроводжують експлуатацію дета-
лей машин. Таким чином, формується взаємозв’язок 

та взаємовплив наступних чинників: розподіл конта-
ктного навантаження; мікрорельєф та властивості 
приповерхневих шарів деталей; розподіл контактного 

тиску та взаємних зміщень точок поверхонь спряже-
них СПТ; тертя на контактуючих поверхнях; зношу-

вання поверхневих шарів контактуючих деталей. Усі 
ці чинники знаходяться, так би мовити, у постійному 

«динамічному» взаємозв’язку та взаємовпливі. Дійс-
но, контактне навантаження розподіляється між ті-
лами під впливом властивостей поверхневих шарів, 
викликаючи певний розподіл тиску. У свою чергу, 
тиск впливає на сили тертя, а ті – на зношування, яке 
тепер уже у свою чергу – на величину та розподіл 

навантаження, а також на мікроструктуру і властиво-

сті поверхневих шарів матеріалу. Частина переліче-
них чинників та виявлених при цьому залежностей 

описані, зокрема, у роботах [18, 45–49]. Так, мікро-

структурні включення на поверхнях контактуючих 

тіл у вигляді виїмок також може мати ефект не лише 
на розподіл контактного тиску, але і на електричні 
поля у випадку п’єзоелектричних матеріалів. Дії 
пов’язаних електромеханічних сил перешкоджають 
утворенню повного контакту, що вимагає більш істо-

тного притискного зусилля для закриття утвореного 

зазору. Крім того, параметри шорсткості можуть 
бути запрограмовані з метою отримання бажаної 
поведінки поверхонь за контакту. Для цього в роботі 
запропоновано відповідний метод оптимізації, побу-

дований на аналогії між генетичною інформацією та 
випадковою шорсткістю. 

Шорсткість також істотно впливає на адгезійні 
властивості поверхонь. Останнім часом значну увагу 

приділено дослідженню різних моделей адгезійного 
контакту, огляд сучасних напрямків можна знайти в 
[50]. Зокрема, було переглянуто та доповнено класичну 
теорію Фюллера-Табора відносно оцінки параметра 
адгезії поверхонь, шорсткість яких вписується в модель 
Наяка [51]. У роботі [52] аналізується анізотропія адгезії 
за присутності дотичних зусиль, задля опису якої засто-
совуються співвідношення механіки крихкого руйну-
вання. У роботі [49] запропонована дуже проста модель 
адгезійної взаємодії твердого тіла із тонким еластичним 

покриттям. На основі методу енергетичного балансу 
запропоновано критерій відокремлення індентора від 
субстрату. У роботі [48] запропоновано ефективну оцін-

ку впливу шорсткості поверхні на залежність величини 

відокремлення між поверхнями від адгезійного зусилля 
за широким спектром випадкового розподілу профілю 

шорсткості. Широкого застосування у [48] отримали 

варіанти МГЕ на базі швидкого перетворення Фур’є. 
Огляд наукових успіхів в області моделювання триболо-
гічних властивостей на мікро- та макрорівнях міститься у 
нещодавній спільній праці дослідницької спільноти [46]. 

Останнім часом багато уваги приділяють конта-
ктним задачам для функціонально-градієнтних мате-
ріалів, які розв’язують  у термопружній  постановці 
[53], умовах адгезійної взаємодії  [54], ортотропних 

тіл [55] тощо. 

Так, у роботі [56] у стандартну модель Джонсо-

на-Кендалла-Робертса було внесено урахування до-

даткового двовісного розтягу одного з тіл. Вплив 
зміни геометрії на величину сили відриву досліджено 

в роботі [57]. Також  істотний вплив на контактну 

поведінку тіл має в’язкопружне деформування мате-
ріалів, про що свідчать результати досліджень, опи-

сані у [58–60]. 

Також слід зазначити, що важливими для конта-
ктної взаємодії є термомеханічні деформації. Вони 

можуть призводити до відносного ковзання за нор-

мального контакту ідентичних тіл [61]. 

Підводячи підсумки, можна на основі аналізу 
описаного матеріалу обґрунтувати наступні висновки. 

1. Натепер відсутні універсальні моделі для ура-
хування властивостей приповерхневих шарів деталей 

машинобудівних конструкцій, які би коректно враху-

вали усі значущі чинники. 

2. Існує велика кількість моделей, що пов’язують 
мікро- та макромеханічні властивості поверхневих шарів 
матеріалів; у загальному випадку вони, як правило, 
пов’язують місцеві (локальні) деформації проміжних 
шарів із контактним тиском. 

3. Основною перепоною до моделювання реаль-
них процесів і станів при контактній взаємодії СПТ є 
відсутність достатньо універсальної математичної 
моделі, яка б пов’язувала «локальні» та «глобальні» 

деформативні властивості поверхневих шарів конта-
ктуючих тіл, причому із урахуванням варіативності 
цих властивостей та їх залежності від історії наван-

таження. 
4. Відсутні математичні моделі, які би пов’язували 

властивості мікроструктури поверхневих шарів, з одного 
боку, та форми деталей, – з іншого; отже, так би мовити, 

не збудовані зв’язки мікро- та макрогеометричних пара-
метрів контактуючих деталей, а, відповідно, складно 
дослідити їх взаємний вплив. 
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5. Натепер відсутні математичні моделі, які би 

пов’язували усі значущі чинники у єдиній 

розв’язувальній системі співвідношень для розв’язання 
задач синтезу геометричної форми контактуючих пове-
рхонь складнопрофільних тіл та властивостей проміж-

них шарів (шорсткості, плівок, напилень тощо) за кри-

теріями міцності, довговічності, працездатності деталей 

машинобудівних конструкцій. 

У той же час для частинних випадків вдається 
побудувати достатньо адекватні моделі, що описують 
фізико-механічні властивості приповерхневих шарів 
контактуючих тіл (типу (32)–(34)). Отже, принципо-

вою проблемою є якраз побудова моделей та методів 
розв’язання співвідношень, які поєднують мікро- та 
макромеханічні властивості поверхневих шарів та 
усього об’єму контактуючих тіл. Ця обставина фор-

мує одну із задач досліджень, тобто створення такої 
системи співвідношень, яка відповідає природним 

потребам досліджень, а також методів їх розв’язання. 
Четвертий напрямок аналізу стосується методів 

моделювання геометричної форми поверхонь контак-
туючих тіл на макрорівні. Відповідно, це відобража-
ється у моделях початкового (геометричного) конта-
кту між тілами. Традиційні підходи контактної меха-
ніки полягають у розгляді контакту гладких тіл, по-

верхні яких або частково співпадають (так званий 

«узгоджений» контакт [1]), або зазор між ними опи-

сується степеневою функцією двух змінних у коор-

динатах точок площини, дотичної до точки початко-

вого контакту («неузгоджений» контакт). У багатьох 

випадках такі підходи допустимі для первинного 

аналізу напружено-деформованого стану. Проте, з 
одного боку, прагнення реалізувати складні взаємні 
рухи призводить до формування складних поверхонь 
контактуючих тіл, які не можуть бути описані навіть 
локально поверхнями другого порядку. Це, зокрема, 
поверхні двопараметричних, еволютних та інших 

зубчастих передач, фасонні кулачки механізмів дви-

гунів внутрішнього згоряння, модифіковані поверхні 
підшипників та профільовані бічні поверхні їхніх 

поршнів [2].  

Прагнення знизити рівень контактних наванта-
жень призводить до тенденції зближення поверхонь 
контактуючих тіл на якомога більшій площі. Отже, 
зазор між контактуючими поверхнями не тільки не 
може бути задовільно описаний деякою апроксима-
ційною поверхнею другого порядку, але й стає сумі-
рним із нормальними переміщеннями точок повер-

хонь контактуючих тіл та приповерхневих шарів на 
всій площі можливого контакту. Окрім того, розміри 

поверхонь можливого контакту сумірні із розмірами 

контактуючих тіл. Таким чином, порушуються осно-

вні гіпотези, у рамках яких базуються традиційні 
моделі контактної взаємодії. 

Отже, на розвиток традиційних постановок сво-

го часу були розглянуті випадки, що є розширенням 

класичних постановок. Так, у роботах [1, 2, 45] мно-

жина функцій, якими описується зазор Ф між повер-

хнями контактуючих тіл, був розповсюджений на 
степеневі функції радіальної координати r  їхніх 

точок у дотичній площині nArr 2)( =Φ , де n  – нату-

ральне число, а А – деякий коефіцієнт. Тут перемі-

щення штампа –  
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де поліноми Штаєрмана nS  визначаються за форму-

лою [45] 
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Зокрема, тиск у центрі кругової області контакту 

має значення 
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набуває вигляду [45]  
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Як зазначається у [1, 45], при 2≥n  тиск у 

центрі контактної площадки Р(0) стає меншим серед-

нього тиску oq . При цьому максимум контактного 

тиску переміщається від центру до периферії області 
контакту. 

Крім того, у низці робіт [1, 2, 45] визначено 

розв’язки для форми зазору у вигляді степеневого 

ряду або зі скругленими кромками штампу. Також 

визначається тиск для форми зазору у вигляді [1, 45] 

λ=Φ Arr)( , де λ  – довільне, не обов’язково ціле, 

число. 

Перевагою аналітичних розв’язків [1, 45] є мож-

ливість оперативного якісного та кількісного аналізу 

впливу окремих параметрів на розподіл контактного 

тиску. Разом із цим для довільного розподілу зазору 
між контактуючими тілами необхідно залучати більш 

загальні підходи. Наприклад, для цього застосовні 
варіаційні формулювання. При цьому досягається 
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більш висока універсальність, але, разом із тим, 

втрачається оперативність та наочність. 
Більш високий ступінь універсальності, для 

прикладу, на основі теорії варіаційних нерівностей, 

дає можливість урахування різних чинників, у т.ч. – 

нелінійних фізико-механічних властивостей матеріа-
лу. Разом із тим при дискретизації задачі методом 

скінченних елементів велику роль для випадку кон-

такту тіл їх майже конгруентними поверхнями почи-

нають відігравати похибки апроксимації форми зазо-

ру. Крім того, виникають проблеми із урахування 
різних додаткових чинників. Таким чином, потрібні 
альтернативні постановки. 

Одним із чинників, які потрібно урахувати у пе-
ршу чергу, є шорсткість поверхонь реальних деталей. 

Моделі шорсткості мають різну фізичну основу та 
математичне формулювання (див. вище). Зокрема 
[45], враховуються шорсткість, субшорсткість, хви-

лястість. Також розрізняють номінальну, фактичну і 
контурну площі контакту. Відповідно, визначаються 
за різними моделями мікронерівностей (стержнева, 
сферична, параболоїдна, стохастична, фрактальна) 
залежності між зближенням між шорсткуватими 

поверхнями та контурним тиском. Ці моделі мають 
застосування та розвиток також у низці робіт [21, 22]. 

Проте наявний арсенал моделей та методів не вичер-

пує усієї множини задач, доступних до розв’язання із 
їх залученням. Це стосується, у першу чергу, відсут-
ності універсальних формулювань для генерування 
розв’язувальних співвідношень аналізу контактної 
взаємодії тіл із урахуванням різних чинників, а, крім 

того, механізмів індентації мікромеханічних моделей 

властивостей поверхневих і проміжних шарів у ці 
співвідношення та урахування їх залежності від істо-

рії навантаження. Разом із тим певні формулювання 
природним чином адаптовані до розвитку у напрям-

ках, що становлять інтерес. Так, варіаційні принципи, 

які можуть бути сформовані на розвиток принципу 

Калькера, мають певну універсальність щодо власти-

востей контактуючих тіл. Це дає змогу, використо-

вуючи принцип Калькера як початкове «ядро», на-
рощувати його за рахунок доданків, у яких зосере-
джені різні характерні властивості тих чи інших до-

сліджуваних об’єктів. Це уможливлює урахування 
нелінійних властивостей поверхневих шарів матеріа-
лів тіл, які піддані технологічним операціям зміцнен-

ня, напилення, термообробки тощо. Вплив цих ефек-

тів є суттєвим, тому потрібно розробляти фізично 

адекватні та математично строгі моделі, які передба-
чають, зокрема, залежність поведінки матеріалів 
досліджуваних об’єктів від історії навантаження. 
Проте на сьогодні такі розробки, які повною мірою 

націлені на перелічені проблемні аспекти, у літерату-

рі відсутні. Отже, склалося протиріччя між потреба-
ми практики промислового виробництва у нових 

методах і моделях аналізу контактної взаємодії та 
можливостями механіки. На противагу існуючим 

розробкам, авторські підходи [2, 3] продемонструва-
ли суттєвий прогрес у напрямку розвитку моделей та 
методів аналізу контактної взаємодії складнопрофі-
льних тіл.  

Разом із тим, окрім шорсткості, існує ще велика 
група інших чинників, які впливають на контактну 

жосткість приповерхневих шарів, зокрема, техноло-

гічного походження. Це і різні види зміцнення (дис-
кретне, континуальне, комбіноване), і напилення, і 
плівки, а також різні варіанти термохімічного та ме-
ханічного впливів на поверхні відповідальних дета-
лей машин. Якраз ці особливості не мають засобів 
інтеграції моделей їхніх властивостей у загальні мо-

делі контактної взаємодії. У випадку складнопрофі-
льних тіл із контактуючими поверхнями близької 
форми приходимо до ситуації контакту СПТ із малим 

зазором та проміжним шаром зі складним законом 

поведінки. Її аналіз на основі існуючих підходів, 
методів та моделей неможливий. У результаті вини-

кає проблема аналізу контактної взаємодії системи 

СПТ із фізично нелінійним шаром. При цьому виок-

ремлюються два пласти проблеми (див. вище). Пер-

ший – мікромеханічний рівень. Він передбачає дослі-
дження мікрооб’єму випадкового профілю мікроне-
рівностей у контакті із спряженим. Інший пласт – 

макромеханічний. Він якраз формує і рівень, і розпо-

діл навантажень між складнопрофільними тілами. 

Разом із тим цей розподіл залежить від властивостей, 

сформованих на мікрорівні. У підсумку приходимо  

до проблем контактної взаємодії СПТ,  яка поєднує 
два рівні (мікро- та макро-). Основна нова методоло-

гічна проблема при цьому – поєднання цих різнорів-
невих підмоделей. Інша сторона проблеми – ураху-

вання ефекту впливу нелінійності залежності зми-

нання поверхневого шару від контактного тиску. І, 
нарешті, основним аспектом проблеми є відсутність 
методів розв’язання сформованої системи рівнянь та 
нерівностей. 

Вирішення всіх перерахованих проблемних пи-

тань повною мірою та у завершеному вигляді дотепер 
відсутнє. У свою чергу, потреби практики у розробці 
методів розв’язання описаного типу задач переоцінити 

важко. Ці потреби спонукають подальший розвиток 
нових розробок у механіці задля вирішення масштабної 
науково-практичної проблеми, яка полягає в розробці і 
реалізації методів розв’язання фізично і структурно 
нелінійних задач визначення НДС та контактної взає-
модії для забезпечення конструкційної міцності склад-

нопрофільних елементів машинобудівних конструкцій. 

Це особливо важливо із огляду на те, що подібні елеме-
нти зазвичай є тими, що в основному визначають техні-
чні характеристики машин. 

При цьому слід зазначити, що відмова від будь-
якої спрощуючої гіпотези призводить до неадекват-
них результатів при застосуванні традиційних моде-
лей. У випадку ж, що розглядається у роботі, усі 
традиційні гіпотези контактної механіки у повному 
обсязі не працюють, отже, потрібні принципово нові 
підходи до побудови моделей контактної взаємодії та 
методів розв’язання створюваної системи співвідно-

шень. А це спонукає до вирішення цих проблемних 

питань, оскільки вони стоять на заваді розв’язанню 

основних задач досліджень. 
Таким чином, традиційні моделі опису розподі-

лу зазору між контактуючими тілами втрачають ефе-
ктивність для випадку поверхонь близької форми. До 

того ж слід зауважити, що у ході дискретизації при-

вноситься додаткова чисельна похибка. Ця похибка із 
фізичної точки зору може трактуватися як певна 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 2. 2022                             107 

штучна хвилястість. У математичній моделі це відо-

бражається у додаванні стохастичної складової  в 
умови непроникнення. Обидва фактори спроможні 
привнести суттєвий внесок у збурення розв’язку, 
особливо за малого або нульового зазору між тілами. 

П’ятий напрямок аналізу стосується самого 

принципу побудови математичних і чисельних моде-
лей контактної взаємодії  тіл за наявності різного 

типу нелінійностей та невизначеності [2, 3]. Дійсно, ті 
чи інші моделі будуються за певних гіпотез. При 

цьому враховується визначена множина факторів, які 
підлягають  урахуванню. Разом із тим для реальних 

випадків характерною є ситуація, коли наперед є 
невідомим міра впливу того чи іншого фактору. От-
же, сам принцип побудови математичних і чисельних 

моделей має бути гнучким. Модель має бути відкри-

тою для поповнення, урізання, видозміни. Більш 

того, це має стосуватися етапів і фізичного, і матема-
тичного, і чисельного моделювання. 

Зокрема, мова йде про фізичну нелінійність по-

верхневих та глибинних шарів матеріалів контактую-

чих тіл, тертя, зношування, адгезії, пластичності 
тощо. Натепер всі ці фактори у моделях контактної 
взаємодії  контактуючих тіл відображаються в окре-
мих зрізах, без сумісного урахування та взаємовпли-

ву. Більш того, немає загальної методології побудови 

таких комплексних моделей, які би природним чином 

урахували усі ці фактори сукупно. 

Таким чином, при розв’язанні прикладних задач 

напружено-деформованого стану контактуючих тіл 

виникає низка особливостей, відмінних від традицій-

них постановок. Вони викликані зазначеними вище 
особливостями, які характерні для сучасних машино-

будівних конструкцій. 

1. У багатьох випадках існує тенденція до фор-

моутворення поверхонь контактуючих тіл за критері-
ями максимального зближення  або навіть часткового 

номінального співпадіння. Це породжує два мірку-

вання, які створюють  принципові перепони на шля-
ху еволюції та адаптації традиційних моделей конта-
ктної взаємодії. Перше міркування стосується не-
прийнятності аналітичного подання  розподілу поча-
ткового зазору між поверхнями контактуючих тіл у 

вигляді частинної суми ряду Тейлора в околі точки О 

початкового геометричного контакту. Найпростішим, 

зокрема, є подання цього розподілу у вигляді квадра-
тичної форми координат х, у спільної дотичної пло-

щини до цих поверхонь Оху. Отже, незастосовними є 
і моделі Герца, і Штаєрмана, а також варіанти їх роз-
витку [1, 2]. Більш того, існує багато випадків, коли 

форма поверхонь контактуючих тіл формується, 
наприклад, із умов кінематичного контакту чи інших 

умов. При цьому такі умови записуються у вигляді 
диференціальних рівнянь, які у загальному вигляді не 
допускають аналітичного розв’язку. Відповідно, 

чисельний розв’язок подається у вигляді двох хмар 

попарно спряжених точок. У цьому випадку взагалі 
відсутня можливість та прийнятність будь-якої аналі-
тичної апроксимації  розподілу зазору. Друге мірку-

вання  стосується того, що функціональні, конструк-

тивні або технологічні критерії можуть призводити 

до варіанту неунімодального розподілу початкового 

зазору між контактуючими тілами. Тоді початковий 

контакт може реалізовуватися, наприклад, у скінчен-

ній множині точок, замкнених лініях чи на частинах 

поверхонь. Можливе також поєднання цих варіантів. 
У цьому випадку відсутня центральна точка початко-

вого контакту тіл. Тому традиційні моделі первинно-

го геометричного контакту аналізу контактної взає-
модії [1] є неефективними. Більш того, при зміні 
певних параметрів може змінюватися і форма, і 
зв’язність області контакту. 

2. На відміну від традиційного випадку локально-

го контакту із початковим точковим контактом тіл, на 
область контакту і розподіл контактного тиску чинить 
сильний вплив збурення форми контактуючих повер-

хонь. При цьому важливо визначити, що цей вплив 
відчутно проявляється не тільки для  скінченних, але й 

нескінченно малих збурень. Слід зауважити, що при 

обґрунтуванні  тих чи інших проєктних рішень залу-
чаються чисельні методи аналізу НДС. Ці методи самі 
привносять певну похибку, що може трактуватися як 
додаткове неконтрольоване збурення. Отже, пряме 
застосування традиційних чисельних методів скінчен-

них, граничних елементів та інших може призводити 

до спотворення результатів аналізу НДС контактую-

чих тіл, причому не тільки кількісного, але і якісного. 

3. У силу співпадіння  (конгруентності) чи близь-
кості номінальної макрогеометричної форми повер-

хонь контактуючих тіл в умовах їх контактної взаємо-

дії   суттєве значення  починають відігравати мікроге-
ометричні фактори. Це, зокрема, шорсткість та хвиля-
стість поверхневих шарів деталей. Цими чинниками у 
традиційних моделях зазвичай нехтують або врахову-
ють за спрощеними лінеаризованими моделями. Це 
також може призвести до суттєвих похибок у резуль-
татах аналізу розподілу контактного тиску і НДС кон-

тактуючих тіл. 
4. У багатьох випадках у контактуючих деталях 

конструкцій цілеспрямовано на етапі виготовлення 
створюють зони пластичних деформацій. Також  у 

загальному випадку довільними можуть бути власти-

вості поверхневих шарів  деталей або шарів проміж-

них матеріалів. Отже, крім структурної, у задачі 
з’являється  і фізична нелінійність. При цьому вони 

діють одночасно і взаємовпливають. Ці чинники 

необхідно врахувати у математичних і чисельних 

моделях, які необхідно при цьому створити. 

5. Для аналізу напружено-деформованого стану 
контактуючих тіл необхідно розробити такий підхід, 

що давав би змогу  будувати варіативні моделі, які 
враховували би різні чинники природним шляхом без 
залучання додаткових нефізичних параметрів. 

Відзначені проблеми і протиріччя формують на-
прямок досліджень, описаних у роботі. 

Мета роботи – розроблення моделей аналізу на-
пружено-деформованого стану тіл із контактуючими 

поверхнями близької форми із урахуванням збурення 
цієї форми, властивостей матеріалів поверхневих та 
глибинних шарів матеріалів. 

Задля цього вирішені такі завдання. 
1. Розроблення загального підходу до моделю-

вання контактної взаємодії тіл із урахуванням широ-

кої множини факторів. 
2. Ілюстрація підходу на прикладі одного із ме-

тодів. 
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3. Розв’язання низки тестових прикладних задач. 

1. Загальний підхід до моделювання контакт-

ної взаємодії тіл із урахуванням широкої множини 

факторів  

1.1. Принцип формування моделей. Розглядаєть-
ся система контактуючих тіл, які займають у просто-

рі області iΩ  із границями (поверхнями) 

NiSi ...,,2,1, = . Кожна із поверхонь 
 

)()()( c
ii

u
ii SSSS UU

σ= ,         (36) 
 

де на частинах поверхонь  задані: 

на )(u
iS  – умови Діріхле 

 

*uu = ,       (37) 

на )(σ
iS  – умови Неймана 

 

*σσ = ,               (38) 
 

на )(c
iS  – умови контакту 

 

θξ
ν
ξ

ν
θ δ≤+ uu .    (39) 

 

Тут u  – вектор переміщень точок Ω , σ  – вектор 

повних напружень [62], *,* σu – задані переміщен-

ня та навантаження. У (39) ν
ξ

ν
θ uu ,  – переміщення 

уздовж нормалей на частинах поверхонь )()(
,

cc
SS ξθ , а 

θξδ  – початковий розподіл первинного зазору між 

цими поверхнями. 

Тензор деформацій ε  має компоненти 
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де 321 xxOx  – система координат у кожній із областей 

[62]. 

Тензор напружень σ  пов’язаний із тензором 

деформацій ε  фізичними співвідношеннями типу 

узагальненого закона Гука 
 

)(εσσ = .   (41) 
 

Для складних нелінійних процесів (наприклад, 

за появи пластичних деформацій) залежність (41) 

трансформується у співвідношення у прирощеннях 
    

),,( κ= εεσσ ddd ,  (42) 
 

де κ  – деякий внутрішній параметр (або їх набір 

,...)2,1, =κ dd , який описує історію того чи іншого 

процесу. 
Між тілами ξθ,  діє контактний тиск  

 

ν
ξ

ν
θθξ σ−≡σ−=q ,    (43) 

 

де νσ – нормальні напруження на відповідній повер-

хні )(cS . 

Крім того, можуть діяти тангенціальні зусилля 
π : 

( )ξθθξθξθξθξ = dududqqdd ,,,ππ ,  (44) 

 

які визначаються виглядом закону тертя. 

Також на поверхнях )(c
iS діють процеси зношу-

вання, які у об’ємних прирощеннях описуються де-
якими співвідношеннями 
 

)(c

ii dSd ⋅ρ−=Ω ,  (45) 
 

де ρ  – поточна швидкість зношування, що залежить 

від контактного тиску, відносної швидкості проков-
зування точок поверхонь та властивостей поверхне-
вих шарів. 

Система рівнянь (36)–(45) формує у загальному 
вигляді зв’язану задачу контактної взаємодії, пруж-

но-пластичного деформування, тертя та зношування. 
Якщо розглядати ці процеси та стани у розвитку, то 

можна ввести деякий параметр  τ , який описуватиме 
їх еволюцію. Тоді як розв’язок сформованої системи 

будуть отримані залежності ),(),(),( )( τττΩ u
c

ii S  

)(),(),(),( τττστε πq . 

Якщо розширювати множину фізичних проце-
сів, що розглядаються, то відповідно розширювати-

меться система співвідношень (36)–(45). Основна 
ідея підходу, що пропонується, полягає в тому, що 

для моделювання фізико-механічних процесів 
...2,1,0, =rFr , формується послідовність математи-

чних моделей  
 

( ) 0,,,, =τκrrrrr PFUL ,  (46) 
 

де rU  – змінні, які описують поточний стан дослі-

джуваної системи; 

rP  – узагальнені варійовані параметри (форма та 

розміри тіл, властивості матеріалів, навантаження 
тощо). 

Набори rκ  відповідають множині тих чи інших 

процесів rF , що досліджуються. До послідовності 

операторів rL  ставляться такі вимоги. Нехай маємо 

множину фізико-механічних процесів 
,...2,1,0, ==Φ rFrU . При цьому базовим 0F  є кон-

тактна взаємодія двох пружних гладких (як окремий 

випадок – напівнескінченних) тіл. Подальші 
,...2,1, =rFr  містять у собі 0F  як частинний крайній 

(початковий) випадок. Тоді можна організувати по-

слідовність або вкладених процесів (рис. 12), або 

таких, що розгалуджуються (рис. 13). 

 

 
 

Рисунок 12 – Послідовність вкладених процесів Φ′  

 

 
 

Рисунок 13 – Послідовність процесів Φ ′′ , що розгалуджу-
ються  

 

Можливі також комбіновані послідовності Φ ′′′ , 
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які поєднують особливості Φ′  та Φ ′′ . 

Кожній такій послідовності фізико-механічних 

процесів відповідають послідовності операторів 
 

U rL=Λ ,                (47) 
 

узагальнених параметрів 
 

 U rP=Π ,   (48) 

змінних стану  

U rU=Υ ,    (49) 
 

внутрішніх параметрів 
 

U rκ=Κ .   (50) 
 

Послідовності ΚΥΠΛ ,,,  організовані аналогі-

чно до послідовностей Φ  (див. рис. 12, 13). 

Тоді видається природною побудова моделі 
будь-якого процесу rF  шляхом поступового нарощу-

вання «шарів» ΚΥΠΛ ,,, . При цьому це нарощу-

вання здійснюється відповідно до того чи іншого 

ланцюжка rFF →→ ...0 . Тобто відбувається послідо-

вне нарощування згаданих «шарів» за запропонова-
ними принципами. 

Основні переваги розробленого підходу:  

• несуперечливість окремих моделей різного рі-
вня, оскільки діє принцип ієрархічної спадковості «зни-

зу – вверх» (для послідовності Φ′ );  

• можливість визначення спільного «ядра» для 
різних гілок дерева послідовностей (випадок Φ ′′ );  

• однозначність, параметричність та наскрізна 
асоціативність усієї множини моделей;  

• можливість визначення збурення розв’язку 

задачі аналізу rF  на варіювання будь яких складових 

моделі;  
• можливість визначення значущості того чи 

іншого чинника на результат моделювання того чи 

іншого процесу шляхом його «увімкнення – вимк-

нення» у відповідній моделі. 
Слід зазначити, що тут не акцентується увага на 

конкретному вигляді оператора L . Цей підхід із цієї 
точки зору є індиферентним до способу побудови 

оператора. Важливе тільки дотримання описаної 
вище методології. 

Зокрема, одним із найбільш ефективних шляхів 
побудови Λ  є варіаційна постановка. 

1.2. Побудова математичної моделі на основі 

теорії варіаційних нерівностей. Як уже зазначалося, 
теорія  варіаційних нерівностей є потужним матема-
тичним апаратом для аналізу процесів і станів для 
задач із обмеженнями у вигляді нерівностей. Для 
такого випадку формується варіаційна нерівність. 
Цій нерівності є еквівалентним пошук екстремуму 

певного функціоналу 
 

extrUIr →)( .  (51) 
 

Екстремум (51) формується, наприклад, у перемі-
щеннях.  

Для випадку фізичної нелінійності задачу (51) 

можна формувати у прирощеннях u . Зокрема, для 
випадку контакту N  гладких пружних тіл під дією 

сил f  це функціонал повної енергії 
 

∑ ∫ ∫
= Ω 













⋅−Ωεσ=

σ

N

l S

ijij

l l

dSufdI
1 )(2

1
. (52) 

 

Переміщення точок поверхонь )(c
lS  попарно задово-

льняють умовам (39). Для цього випадку маємо зада-
чу квадратичного програмування (52) із односторон-

німи обмеженнями (39). 

У більш складних випадках враховуються відпо-

відні більш складні залежності. При цьому принцип 

побудови функціоналу I  зберігається. Він може фор-

муватися, наприклад, у прирощеннях, на кожному 
етапі можуть лінеарізуватися співвідношення (41), (44) 

або їм подібні. Цим самим на функціонал (51) «наша-
ровуються» додаткові складові залежно від типу задачі 
(див. далі). 

1.3. Побудова математичної моделі  на основі 

варіаційного принципу Калькера. У цьому варіанті 
для випадку контакту пари гладких напівнескінчен-

них тіл  мінімізується функціонал   
 

( )∫ ∫ δ−+⋅=Φ
)( )(

)(
2

1

c
S

c
S

dShqdSqwq ,        (53) 

де hq,  – розподіли тиску та зазору, а w,δ  – збли-

ження нескінченно віддалених точок тіл та точок 
поверхонь внаслідок деформування. 

Мінімізація (53) здійснюється на невід’ємних 

розподілах тиску 0≥q . Для випадку контакту бага-

тьох тіл функціонал (53) відповідно доповнюється. 
На відміну від (52), на всіх контактних парах (53) 

основною змінною є контактний тиск q . У випадку 

пружних тіл функціонал Φ  є квадратичним. Пружні 
переміщення w  прямо пропорційні тиску q . У випа-

дку наявності пружного проміжного шару до (53)  

додається відповідна квадратична складова. Якщо ж 

цей шар має нелінійні пружні властивості, то додат-
кова складова для (53) приводить до задачі випуклого 

програмування. Якщо ж маємо справу із пластичним 

деформуванням, тертям чи зношуванням, до здійс-
нюється перехід до формулювання у прирощеннях 

q . При цьому базова структура функціоналу (53) 

зберігається. 
1.4. Чисельне моделювання контактної взаємодії 

тіл. Якщо звернутися до варіаційного формулюван-

ня, то для загального випадку можна відволіктися від 

типу  функціоналу. Так, для базових моделей (52) або 

(53) можна запропонувати узагальнений їх вигляд: 
 

( ) min,)(,
2

1
)( →ψ−ψψ=ψ baJ  (54) 

 

,0)( ≥ψl    (55) 
 

де J – квадратичний функціонал із квадратичною а 

та лінійною b  формами, l  – лінійний алгебраїчний 

оператор, а ψ  – відповідні змінні стану. 

При чисельному розв’язанні задачі (54), (55) за-
стосовується дискретизація ψ . Тоді  
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∑ ϕα=ψ
m

mm ,  (56) 

 

де mϕ  – відомі базісні функції, а mα  – шукані коефі-

цієнти частинного ряду. 
Застосування тих чи інших квадратурних формул 

при обчисленні форм a  та b  у (54) призводить до 

подання J  у вигляді  
 

min
2

1

,

→α−αα= ∑∑
s

ss

ts

tsst BAJ , (57) 

 

де stA , sB – коефіцієнти, що визначаються як 

( )tsst aA ϕϕ= , ;  ( )ss bB ϕ= .  (58) 
 

При цьому обмеження (55) набувають вигляду 
 

0≤−α∑ s

t

tst DG ,           (59) 

де DG,  – масиви коефіцієнтів, які визначаються із 

(55), наприклад, методом поточкової  колокації. 
Якщо застосовується МСЕ, то матриця ( )stAA =  

відповідає матриці жорсткості, а вектор { }T
sB=B – 

вектор вузлових навантажень. Коефіцієнти матриці 
( )stGG =  формуються із апроксимації нормальних 

переміщень через  вузлові переміщення, а вектора  

{ }T
sD=D  – із апроксимації нормального зазору між 

тілами. 

Якщо застосовується МГЕ,  то матриця А відпо-

відає матриці коефіцієнтів впливу, вектор В – вектор 

вузлових зазорів. Коефіцієнти матриці С у цьому 

випадку формуються із умов невід’ємності вузлових 

значень контактного тиску, а також із умови сумар-

ної рівності цих значень притискній силі.  
Формальна подібність чисельних реалізацій за 

допомогою МСЕ та МГЕ у співвідношеннях (56)–

(59), тим не менш, не робить їх тотожними. Фізичний 

смисл розв’язувальних  співвідношень  у випадку 

МСЕ – рівняння рівноваги. Для вузлів поза  контак-

том  

0, ==α⋅ IIII qBA ,  (60) 

у контакті –  
IIIIIIII BAq −α⋅= . (61) 

 

Тут IA  і IIA  – відповідні підматриці матриці жорс-

ткості, IB  і IIB  – відповідні їм вектори вузлових 

навантажень, Iq  і IIq  – підвектори вузлових зна-

чень контактних сил.  

Якщо застосовується МГЕ, то аналогічні рівнян-

ня сумісності переміщень мають вигляд для вузлів 
поза  контактом  

0, =∆≤⋅ IIIII qqA ,                     (62) 
 

у контакті –  

0, =∆=⋅ IIIIIIII BqA .                   (63) 
 

Тут підматриці IA , IIA  відповідають матриці коефіці-
єнтів впливу поза контактом та у зоні контакту, підвек-

тори IB  і IIB  – підвектори вузлових зазорів, IIq  і Iq  – 

підвектори шуканих вузлових значень контактного 

тиску у та поза зоною контакту, а I∆  та II∆  – підвек-
тори зазорів у актуальному (деформованому під наван-

таженням) стані. 
У будь-якому випадку розв’язання системи 

розв’язувальних співвідношень (57)–(63) дає повну 

інформацію про напружено-деформований стан кон-

тактуючих тіл. Формально для випадку МСЕ НДС 

визначається зі звичайної системи розв’язувальних 
рівнянь, у яких покладено qBB +=: , а для випадку 

МГЕ – із інтегральних рівнянь теорії пружності [62] за 
визначених навантажень q . 

Формальне подання процедури розв’язання зада-
чі визначення НДС контактуючих тіл, описане вище, 
відображає загальну суть. Проте реально алгоритми, 

що застосовуються, можуть бути самими різноманіт-
ними. Незважаючи на це, як розв’язок отримуються 
залежності розподілів контактного тиску та компо-

нент НДС від усіх узагальнених параметрів Р та па-
раметрів еволюції τ . Це, з одного боку, дає змогу 
установлювати залежність цих полів та характерис-
тик НДС від варійованих параметрів та чинників, що 

ураховуються. З іншого боку, це надає додаткові 
можливості стосовно визначення впливу параметрів 
чисельної  дискретизації на розв’язок.  

Таким чином, запропонована у роботі методоло-

гія побудови моделі контактної взаємодії системи тіл 

шляхом «нашарування» дає можливість розв’язання 
широкої множини задач подібного типу.  

2. Ілюстрація підходу на прикладі застосуван-

ня методу граничних елементів.  Розглянемо мож-

ливості досліджування контактної взаємодії на при-

кладі аналізу впливу властивостей матеріалу проміж-

ного нелінійного пружного шару на контакт двох 

напівнескінченних параболоїдів. 
Основна увага приділяється, на відміну від ши-

роко застосовуваного методу скінченних елементів, 
на метод граничних елементів. 

У випадку використання розробленого варіанту 
МГЕ, як випливає з аналізу постановки, наведеної вище, 
при залученні базисних функцій для апроксимації конта-
ктного тиску у вигляді кусочно-лінійних пірамідальних 
розподілів на трикутній регулярній сітці (з шестикутною 

основою, див. рис. 5), отримуємо для випадку гладких тіл 
систему співвідношень [2] 
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    (64) 

 

При введенні між контактуючими тілами лінійно-

пружного шару всі співвідношення (64) залишаються у 
силі, за винятком заміни коефіцієнтів матриці жорстко-

сті С на коефіцієнти модифікованої матриці  
 

)(λ+=Σ diagCC ,                (65) 
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де λ  – вузлова контактна податливість (у загальному 
випадку – нерівномірна у вузлах, на відміну від рівномір-

ної (тобто коли ECC λ+=Σ , а Е – одинична матриця)).  
Для варіанту використання варіаційної постановки 

(на базі принципу Калькера) із застосуванням певних 
квадратурних формул, як уже зазначалося, отримувана 
система співвідношень відповідає (64) з урахуванням 

(65). Як зауваження слід зазначити, що співвідношення 
(64), модифіковані з урахуванням (65), як уже зазнача-
лося, зберігають структуру не тільки для рівномірного 

розподілу податливості λ , але і при її нерівномірному 
розподілі на контактній площадці. У цьому випадку 
маємо покомпонентно співвідношення (65) у вигляді: 

 

nmnnmnm CC δλ+=Σ ,                 (66)  
 

де nλ  – «вузлова» податливість, тобто податливість у 

вузлі з номером n . 

Ці співвідношення випливають як із дискретизації 
прямого варіанта методу граничних інтегральних рів-
нянь, так із варіаційного принципу Калькера. Дійсно, 
при доповненні функціоналу, що мінімізується, складо-

вою 

∫λ=Φλ
)(

2)(
2

1

S

dSpS            (67) 

 

і при його наближенні квадратурними формулами з 
точками інтегрування, які збігаються з вузлами введеної 
на S  тріангуляції, з’являються складові, пропорційні 
квадратам вузлових контактних тисків і вузловим пода-
тливостям nλ . Це після мінімізації дає такі ж співвід-

ношення для  ΣC , як і для (66). 

На розвиток цього формулювання можна пошири-

ти використовуваний підхід і на випадок ненульової 
розподільчої здатності лінійно пружного шару. У цьому 
випадку замість (66) отримуємо  

 

nmnmnm CC λ+=Σ ,           (68) 
 

де компоненти матриці nmλ  визначають переміщення в 

вузлі n  при дії базисного зусилля у вузлі m  (тільки за 
рахунок деформування проміжного шару). 

Наведені зауваження визначають напрямки розви-

тку відомих постановок без зміни загальної структури 

розв’язувальних співвідношень. У той же час представ-
лені співвідношення в цілому не вичерпують постанов-
ку контактної задачі. Йдеться про те, що, виходячи з 
мікромеханіки контактної взаємодії шорстких тіл, при-

ходимо до фізично нелінійної залежності в описі зміни 

нормальних переміщень від контактного тиску. До 

такого типу нелінійності призводять також фізично 

нелінійні моделі тонких плівок, напилень, прокладок 
тощо. Таким чином, потрібна розробка більш сучасних 
постановок, які враховують нелінійність у залежностях 
«нормальні переміщення – контактний тиск». 

При аналізі контактної взаємодії складнопрофіль-
них тіл із проміжним нелінійно пружним шаром пропо-

нується здійснити розвиток раніше запропонованих 
методів і моделей для випадку гладких або шорстких 
тіл із лінійно-пружним вінклеровим шаром між ними.  

2.1. Модель контакту тіл із розташованим між 

ними нелінійним вінклеровим шаром. Моделі, запропо-

новані раніше [2, 3] і описані вище, мають, серед інших, 
ще й деяку додаткову цінну якість, що дає можливість 
«нарощувати» початкове ядро, доповнюючи його від-

повідно до нових враховуваних чинників. Це зумовлено 

тим, що прийняті за основу співвідношення є нічим 

іншим, як умовами сумісності переміщень точок взає-
модіючих у контакті тіл. Ці геометричні співвідношен-

ня у вихідному вигляді не залежать від фізико-

механічних властивостей контактуючих тіл і викону-
ються в актуальному стані для будь-якої досліджуваної 
системи об’єктів. Вплив же пружних властивостей 

взаємодіючих тіл проявляється в кожному випадку у 
вигляді залежності переміщень точок їх поверхні від 
контактного тиску. Таким чином, з огляду на ті чи інші 
фізичні співвідношення, що зв’язують нормальні пере-
міщення точок поверхонь із контактним тиском та ін-

шими величинами (наприклад, описують вплив масти-

ла, швидкості взаємного руху, температури тощо), мо-

жна істотно модифікувати вихідну математичну мо-

дель. При цьому не зачіпаються вихідний принцип і 
структура моделі самого «нижнього» рівня (для випад-

ку гладких тіл). Модель нібито «обростає» новими 

компонентами, що у деяких випадках змінюють її якіс-
но (за наповненням), але зі збереженням успадкованої 
початкової форми. 

Так, для моделювання поведінки шорсткості або 

іншого пружного шару між контактуючими тілами 

можна застосувати не тільки лінійну модель, але і мо-

дель загального вигляду (що випливає з аналізу мікро-

механіки контакту  
 

).()( pwpuuw zz ≡=≡ ∧∧                 (69) 
 

Зокрема, як уже зазначалося, у низці робіт [1–3, 8] 

описана степенева залежність переміщень від контакт-
ного тиску (для урахування властивостей шорсткості). 
Можливі, доречні та реалізовні також й інші залежнос-
ті, аби вони тільки адекватно описували властивості 
шорсткості, прокладок, напилення, плівок чи інших 
шарів між контактуючими тілами. Тоді отримуємо 

наступну систему в розгорненому і матричному вигляді 
відповідно: 
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 (70) 

 

Тут  )( pD  – діагональна матриця з компонентами )( pw , 

С – матриця коефіцієнтів впливу, а }1...;;1;1{=δ−  – 

одиничний вектор-рядок. 
Таким чином, вихідна система (70), що містить у лі-

вій частині умов сумісності переміщень раніше [2] тільки 

лінійні члени, приростає нелінійними складовими )( pw . 

Іншими словами, структурна нелінійність доповнюється 
фізичною, і в записі співвідношень верхнього рядка (70) 

здійснити пряму лінеаризацію, як прийнято у відомих 
постановках,  у загальному випадку не видається можли-

вим. У цьому – принципова відмінність цієї моделі, на-
званої структурно-фізично нелінійною, від традиційних 
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структурно нелінійних, але фізично лінійних. 
Співвідношення (70) або їм аналогічні можуть бу-

ти отримані також із узагальнення варіаційного прин-

ципу Калькера 
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 (71) 

 

Тут третій доданок у виразі )( pΦ  описує енергію де-

формування нелінійно пружного шару (для окремого 

випадку лінійно пружного шару маємо для цього вираз 

∫λ
)(

2

2

1

S

dSp ). Застосовуючи певні квадратурні формули, 

отримуємо співвідношення, аналогічні (70). 

Таким чином, можна запропонувати досить уні-
версальний спосіб побудови математичної моделі кон-

тактної взаємодії системи СПТ за наявності нелінійно 

деформівних проміжних шарів (див. п. 1.1). Він полягає 
у формуванні функціоналу )( pΦ , що містить енергію 

пружного деформування усіх компонентів системи. У 

силу адитивності функціонала )( pΦ  така процедура не 

становить значної складності. При цьому кожний дода-
тковий доданок в )( pΦ  може привносити нові види 

нелінійності. Це буде проявлятися на етапі застосування 
гранично-елементної апроксимації та квадратурних 
формул для обчислення дискретизованого аналога цьо-

го функціоналу. Після накладання вимоги мінімізації 
вже дискретизованого функціоналу )( pΦ  можна або 

отримати умови у вузлах дискретизації, або запропону-
вати процедуру мінімізації на невід’ємних значеннях 
вузлових величин контактного тиску. 

Запропонований підхід до побудови математичної 
моделі контактної взаємодії володіє не тільки універса-
льністю, але і математичною строгістю, причому на всіх 
етапах досліджень. Він оперує із проблемою мінімізації 
варійованого функціоналу )( pΦ  на опуклій множини 

невід’ємних вузлових значень контактного тиску р. Цим 

самим обходяться всі проблеми обґрунтування існування 
та єдиності розв’язку задач, їх збіжності та точності при 

використанні дискретизованих моделей [1–3]. 

2.2. Модифікація запропонованих підходів до тіл 

скінченних розмірів. Підхід, розроблений і описаний 

вище для випадку контакту напівнескінченних тіл (тоб-

то тіл, площа плями контакту яких набагато менше 
розмірів контактуючих тіл), може бути розширений і на 
випадок контактування відносно великого (напівнескі-
нченного) тіла з тілом скінченних розмірів. На рис. 14 

наведена схема такої взаємодії. Тут тіло 1Ω  закріплене, 

а між ним і напівнескінченним тілом 2Ω  міститься 

нелінійно пружний шар 3Ω . До такої системи застосу-

ємо запропонований вище підхід із тією лише різницею, 

що змінюється спосіб подання функціоналу (71): 
 

)()()()( 321 pppp Φ+Φ+Φ=Φ ,             (72) 
 

де )( piΦ  – функціонали, відповідні вкладам компонент 

iΩ : 
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Рисунок 14 – Контакт із тілом скінченних розмірів 
 

З огляду на, що тіло 1Ω  закріплене, нормальне пе-

реміщення його поверхні лінійно залежить від контакт-
них навантажень, а функціонал )(1 pΦ  є квадратичним. 

Однак, на відміну від (32), має місце більш складна 
залежність:  

 

∫ ηξηξ⋅ηξ=
)(

)1( ),,,(),(),(
S

z ddyxGpyxu ,        (74) 

 

де ),,,( ηξyxG  – функція Гріна для крайової задачі визна-

чення НДС тіла 2Ω , що визначає переміщення його точок 

на поверхні як функцію зосередженого навантаження у 
точці з координатами ),( ηξ  (див. рис. 4). 

Таким чином, у цьому випадку втрачається аналі-
тичний зв’язок )1(

zu  і р, оскільки для тіла в загальному 

випадку довільної форми побудова функції Гріна – 

складне завдання. Для вирішення цієї проблеми в робо-

ті пропонується підхід, заснований на твердженні, що 

при дискретизації, аналогічній використовуваній вище, 
функціонал )(1 pΦ  набуває вигляду: 

 

mnmn ppCp ∑=Φ )1(

1
2

1
)( ,   (75) 

 

де )1(
mnC

 
– коефіцієнти впливу, що визначають перемі-

щення у вузлі n  від дії тиску з розподілом базисної 
функції (див. рис. 5, 6, 15), що відповідає вузлу m . 

 

    
 

Рисунок 15 – До визначення коефіцієнтів впливу )1(
nmC  

 

Отже, втрачається простота обчислення компо-

нент матриці коефіцієнтів впливу «за шаблоном». Од-

нак сама структура матриці зберігається. 
Залишається проблема обчислення цих самих ко-
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ефіцієнтів впливу )1(
nmC . Пропонується для цих цілей 

використовувати процедуру МСЕ. Дійсно, якщо на 
контактну поверхню S  тіла 1 нанести трикутну сітку 
аналогічно нанесеній гранично-елементній сітці, а далі 
згенерувати мережу призматичних або тетраедральних 
скінченних елементів, які «замощують» область 1Ω  

(див. рис. 15), то при прикладанні навантаження у вузлі 
з індексом m   можна зафіксувати за підсумками 

розв’язання за допомогою МСЕ нормальне переміщен-

ня у вузлі n . Це легко здійснити, зберігши обернену 
матрицю жорсткості МСЕ: 

 

fKXfXK
1−=⇒=⋅ ,                 (76) 

 

де K  – матриця жорсткості скінченно-елементного ан-

самблю, яка описує поведінку тіла 1Ω  під вузловими 

навантаженнями f .  

Якщо у другому виразі у (76) взяти компоненту 
вузлового навантаження f , відповідну базисному 

одиничному розподілу тиску р (див. рис. 15), то для 
компонент вузлових переміщень, які відповідають нор-

мальним переміщенням у вузлах n , отримуємо можли-

вість визначення 
 

 
)(

1
)()(

)()1(
mmn

n
mnm fKC ⋅=κ= − .        (77) 

 

Сукупність )(n
mκ  формує матрицю впливу )1(

C .  

Якщо ж у силу будь-яких міркувань застосування 
сітки скінченних елементів, що збігається з регулярною 

розбивкою S  на трикутники, недоцільне, то можна 
застосувати розв’язок на іншій, відмінній від «поро-

джуваної» описаним вище способом скінченно-

елементної моделі, а потім коефіцієнти впливу можуть 
бути обчислені шляхом апроксимації отриманих ре-
зультатів на трикутну сітку граничних елементів на 
границі S . Для обчислення же матриці коефіцієнтів 

впливу )2(
nmC  застосовна звичайна процедура, викорис-

тана вище.  
Таким чином, у підсумку отримуємо матрицю ко-

ефіцієнтів впливу 
 

)1()2(
CCC +=∨ ,   (78) 

 

а співвідношення (70) зберігають свій вигляд, за винят-

ком заміни С на ∨
C . 

У результаті отримуємо узагальнення запропоно-

ваного в роботі підходу на більш широкий клас контак-
туючих тіл. Аналогічно цей підхід може бути пошире-
ний і на випадок контакту системи тіл скінченних роз-
мірів із нелінійно пружними шарами між ними. 

3. Методи розв’язання структурно та фізично 

нелінійних задач контактної взаємодії. Вище описана 
нова математична модель НДС і контактної взаємодії 
СПТ – гладких, шорсткуватих і тіл за наявності між 

ними у загальному випадку нелінійних пружних шарів. 
При цьому в результаті отримуємо структурно-фізично 
нелінійну систему співвідношень. Для розв’язання цієї 
системи співвідношень необхідно розробити нові мето-

ди, оскільки традиційні орієнтовані на розв’язання кон-

тактних задач із лінійно пружними компонентами. Як-

що як приклад, не знижуючи загальності, прийняти 

нелінійну модель пружного шару, що моделює шорст-
кість контактуючих тіл або нелінійність проміжного 
шару, вигляду [8] 

s
pw ⋅λ= ,            (79) 

 

де s,λ  – деякі емпіричні або обчислювані параметри, 

то, як зазначалося вище, зміниться сам вигляд рівнянь 
сумісності переміщень точок контактуючих поверхонь 
взаємодіючих тіл (з лінійних вони перетворяться у не-
лінійні).  

Таким чином, як уже зазначалося, структурні не-
лінійності, тобто умови контактної взаємодії у вигляді 
умов непроникнення взаємодіючих тіл одне в одне, які 
в першому наближенні традиційно містять тільки ліній-

ні функції від переміщень, доповнюються в разі моделі 
(79) (чи іншої) нелінійними складовими. У результаті 
формально співвідношення сумісності можна звести до 

системи нелінійних рівнянь. Таким чином, виникає 
задача розробки методів розв’язання таких задач, що і 
складає, як уже зазначалося, мету цього параграфу. 

3.1. Метод додаткових зазорів. Якщо записати 

співвідношення сумісності переміщень, що входять в 
систему (70), у вигляді підсистеми 

 

{ }Ts
N

ss pppqqhpC ,...,,; 21=λ−−δ= ,          (80) 
 

то формально її можна подати як 
 

hpC −δ= , )()( phhqhphh ∆+=λ+== .       (81) 
 

Тоді співвідношення (81) формально повторюють 
лінійні співвідношення в (70), але в яких початковий 

зазор h  доповнений деякими компенсаційними складо-

вими )( ph∆ . За аналогією з методом додаткових нава-

нтажень ці складові можна назвати додатковими зазо-

рами.  

Рівняння (81) є нелінійним операторним рівнянням, 

для якого дійсний розподіл контактного тиску є нерухо-
мою точкою оператора повної системи рівнянь 

{ } { }TT
Phh ,, =δΚ  за умов 0≥p . Таким чином, можна 

організувати ітераційний процес: 
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(82)
 

 

У (82) величини Р, q, h, δ  беруть участь в ітера-

ційному уточненні розв’язку  (^^^). При цьому )0(h  – 

вектор початкових (номінальних) зазорів між поверх-
нями контактуючих тіл. Ітерації здійснюються у межах 
циклу *)*(*(:)*)*(* →→ . Умовою закінчення цього 

процесу може бути або критерій щодо уточнення дода-
ткових зазорів, або – тиску: 
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де )(τ∆h , )(τ∆ p  – контрольовані параметри збіжності про-

цесу;   
 

ph εε ,  – наперед задані порогові значення відповідно 

для )()( , ττ ∆∆ ph
, після досягнення яких згаданий ітерацій-

ний процес припиняється;  

 
•  – деяка норма (наприклад, евклідова або чебишев-

ська) для оцінки величин векторів.  
Крім того, можна також контролювати ітераційний 

процес за швидкістю зміни )(τδ : 

 

δ
τ−τττ

δ ε≤δδ−δ=∆ )()1()()(
/ ,    (84) 

 

де зміст величин відповідає введеним у  (83). 

Таким чином, розв’язок поставленої задачі еквіва-
лентний розв’язку задачі (70) для контакту гладких тіл, 
але зі скоригованим розподілом зазорів. Природно, що 
сама область контакту внаслідок введення нелінійного 
пружного шару змінюється, тому задоволення у ході 
ітераційного уточнення вимагають не тільки умови типу 
рівності для переміщень в області контакту і тиску – поза 
нею, а й умови типу нерівності для тиску всередині обла-
сті контакту і щодо переміщень – поза областю. У (70) 

всі вони сформульовані щодо шуканих pn. У ході цього 

процесу змінюється відповідно множина )(τJ  вузлів, які 
відповідають умовам (70) на τ–му кроці ітераційного 
процесу. Таким чином, уточнюється і сама область кон-

такту )(τS . Саме по собі мається на увазі виконання 

рівняння Ppc
m

m =⋅ ∑22/3 . 

Розв’язання  задачі визначення контактного тиску 
за алгоритмом (82) вимагає обернення матриці з підма-
трицею С. Для підвищення чисельної стійкості у деяких 
випадках може бути доцільно модифікувати 

розв’язувальну систему рівнянь шляхом додавання в 
ліву і праву частини співвідношень (81) додаткових 
лінійних доданків. У цьому випадку результуюча сис-
тема співвідношень, а також ітераційна процедура (82), 

залишаються незмінними. 

3.2. Метод змінних коефіцієнтів впливу (або па-

раметрів податливості, див. вище). Подавши рівняння 
сумісності переміщень у системі (70) за наявності на 
границі тіл вінклерова шару (79) у вигляді 

 

( ) hpppC
s −δ=⋅λ+ − )1( ,             (85) 

 

і ввівши позначення )1()( −λ=λ spp , за аналогією із 

методом змінних параметрів пружності (85) можна 
переписати у вигляді ( Е – одинична матриця) 

 

hpC −δ= , ECpC ⋅λ+=)( .        (86) 
 

Для розв’язання (86) можна організувати ітерацій-

ний процес: 
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(87) 

 

 

У (87) ітераційний процес йде у послідовності 
*)*(*(:)*)*(* →→ . При цьому етап *)*(*  означає 

складання матриці системи лінійних алгебраїчних рів-
нянь )(βΚ  за скоригованою на етапі (^^^) підматрицею 

)(β
C (тобто аналогічно Κ  в (82), але з підматрицею C  

замість С), причому множина контактуючих вузлів )(βJ  

уточнюється на етапі (^^). Припинення ітераційного 
процесу (86) можна здійснювати за умовою стабілізації 
ітераційного наближення множини вузлів, у яких реалі-
зується контакт: 

.)1()( −ββ = JJ                            (88) 
 

Представлений алгоритм (87) відрізняється від ал-
горитму (82) тим, що перебудові піддається не права 
частина системи рівнянь при незмінній за структурни-

ми компонентами підматрицею С, а, навпаки, зміню-

ється сама матриця, в той час як права частина – по-

стійна.  
Запропонований підхід можна трактувати як уза-

гальнення (68), а саме: у ході розв’язання (86) за алго-

ритмом (87) визначається такий розподіл на вузлах 
сітки коефіцієнтів податливості )( Jnn ∈λ  лінійно пру-

жного Вінклерова шару з нерівномірною за площею 

контакту жорсткістю, що розв’язок задачі з матрицею 
 

{ nmnmCCC nmnmnnmnm =≠=δδ⋅λ+= ,1,,0,:    (89) 
 

дає той же розподіл контактного тиску, що і в разі нелі-
нійно пружного шару (79). 

 

Зауваження 

а) зазначена тут для обох методів незмінність мат-
риці або правої частини дотримується в межах незмінно-
сті множини контактуючих вузлів. У іншому випадку 
перебудові піддаються всі компоненти підматриці впли-

ву і відповідного підвектора правих частин;  

б) запропоновані вище методи додаткових зазорів і 
змінних коефіцієнтів впливу є всього лише окремими 

випадками розв’язання задачі про контактну взаємодію 

двох шорсткуватих тіл, модельованих півпростором з 
нелінійним вінклеровим шаром, розташованим на грани-

ці: описані лише два частинних методи з множини мож-

ливих до застосування для розв’язання систем неліній-

них рівнянь; при цьому необхідно відзначити, що вони 

мають наочне фізичне трактування, яке не завжди наявне 
при використанні інших методів; використана лише 
степенева модель для опису властивостей шару шорстко-
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сті на контактуючих поверхнях, хоча в літературі міс-
титься багато інших залежностей «переміщення – конта-
ктний тиск»; тут доречно, однак, відзначити, що степене-
ва залежність досить часто застосовується для 
розв’язання множини прикладних задач зі збереженням 

прийнятної точності; також можна повторно відзначити, 

що такий вибір у вигляді степеневої залежності )( pw  не 

знижує загальності підходу. 
Слід зауважити, що збіжність алгоритмів (85), (87) 

залежить від властивостей нелінійно-пружного шару (тут 

– від параметрів s,λ  в (79)). 

Розглянемо врешті загальну постановку задачі про 
контактування шорсткуватих тіл, модельованих напів-
простором. Відволікаючись від виду залежності «w–р», 

її у загальному випадку можна подати у вигляді: 
 

)( pww = .        (90) 
  

Ця залежність може мати складний характер у 
зв’язку з урахуванням різних чинників, бути найрізно-

манітнішою за способом використовуваних статистич-

них моделей для опису форми мікронерівностей або за 
використовуваним типом моделі одиничної мікронерів-
ності в контакті, а також випливати з обробки масиву 
експериментальних даних тощо. Ці залежності не виче-
рпують усієї множини типів співвідношень (90), а лише 
ілюструють їх різноманіття. Тоді система 
розв’язувальних рівнянь, дискретизованих за методом 

граничних елементів, може бути подана у вигляді: 
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(91) 

  

Цю систему співвідношень можна трактувати як 
нелінійну систему рівнянь (i), (ii) щодо вектора невідо-

мих { } Π=δ T
p,  за обмежень (iii), (iiii), (iiiii), що одно-

часно формують і кількість вузлів J , що контактують, а 
з ним – і компоненти підвектора р. Звідси, переписавши 

(91), отримуємо: 
 

( ) ( ) 0;0 ≥Π=Π JJ VU .                   (92) 
 

Тут U – оператор нелінійної системи рівнянь (i, ii) в 
(91), а V – оператор обмежень, записаних в (91) нижче. 
Тоді для відшукання розв’язку (92) можна застосувати, 

наприклад, процедуру Ньютона-Рафсона  
 

)0()( ≥δ=++ phpDCp .       (93) 
 

Перевагами постановки (91) і алгоритму Ньютона-
Рафсона є загальність, універсальність, стійкість і збіж-

ність. Разом із тим втрачається наочність фізичного 
трактування (82) і (87). 

Взагалі-то, ключові співвідношення сумісності пе-
реміщень містять два типи нелінійностей: в )( pD  зосе-
реджена фізична нелінійність, а в 0≥p  – структурна. 
Традиційні методи задовільно «працюють» з одним або 

іншим типом нелінійностей окремо. Проблема якраз 
полягає в поєднанні ефективності у рамках єдиного 
підходу. Часткове вирішення цієї проблеми запропоно-

вано вище в параграфі. Можливі також й інші підходи. 

Зокрема, це – релаксаційні процедури для мінімізації 
функціоналу, що збігаються з методами типу методу 
послідовної верхньої релаксації із проекцією для 
розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
(див. вище). 

4. Розв’язання тестових задач. Розроблені мето-

ди і моделі аналізу контактної взаємодії складнопрофі-
льних тіл за наявності нелінійного пружного проміжно-

го шару вимагають апробації на прикладах розв’язання 
тестових задач. Зокрема, проблемним місцем є питання 
збіжності чисельного розв’язання із використанням 

розроблених ітераційних процедур. В силу цього було 

запропоновано розв’язати тестові задачі про контакт 
двох тіл, обмежених параболоїдами обертання з розмі-
щеними між ними нелінійними пружними шарами 

(рис. 16). Варійованими тут є пружні характеристики, 

тобто залежності )( pw . 
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Рисунок 16 – Розрахункова схема взаємодії параболоїдів 

21,ΩΩ   з розміщеним між ними нелінійним шаром 
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Рисунок 17 – Нелінійні характеристики )( pw : 

а – пружно-жорстка характеристика; б –  «коренева»  

характеристика типу pw λ= ; в – білінійна характеристика  

 

При цьому, зокрема, були розглянуті наступні ти-

пи нелінійностей, наведені на рис. 17. На рис. 18 наведе-
ні розподіли контактного тиску залежно від зміни порога 
переходу на горизонтальну ділянку залежності )( pw  (див. 

рис. 17). Поріг виставляється за значенням коефіцієнта 
λ=α maxкр / ppa , де λ

maxp  – максимальний контактний 

тиск у розподілі, отриманий під час розв’язання задач без 
обмежень крp  (випадок 0=αa

 відповідає контакту 

гладких тіл). Як видно з наведених розподілів, спостері-
гається плавна їх видозміна при варіюванні коефіцієнта 

aα  в інтервалі [0; 1] (рис. 19, k – номер ітерації). Чітко 

видно зону переходу між областями І і ІІ (рис. 20). В зоні 
5,0≈αa

 спостерігається різна картина розподілів кон-
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тактного тиску q  в областях  І і ІІ, а між ними – перехід-

на зона. При наближенні 
aα  до 0 або 1 розподіли q  

наближаються до граничних (відповідно, при 
aα

 
= 0, 

aα
 

= 1). 
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Рисунок 18 – Розподіл безрозмірного контактного  
тиску віднесеного за безрозмірною координатою  

Гц/ xxx =  (
Гцx  – ширина плями контакту за моделлю Герца 

в осьовому перерізі): 
1 – білінійна залежність, 5,0arctga =α  (див. рис. 17, в);  

2 – пружно-жорстка залежність )( pw , 
aα = 0,5; 3 – контакт 

гладких параболоїдів; 4 – контакт параболоїдів з лінійно-пружним 

вінклеровим шаром, λ =10
nnC ; 5 – «коренева» залежність 

)( pw  (див. рис. 17, б); 6 –  білінійна залежність, 5,12 arctg=α  

(див. рис. 17, в); 7 – білінійна залежність, 22 arctg=α  (див. 

рис. 17, в); 8 – пружно-жорстка залежність )( pw , 
aα = 0,5 

(розв’язок отримано МЗПП);   

9 – білінійна залежність, 5,12 arctg=α  (див. рис. 17, в) 

(розв’язок отримано МЗПП) 

 

На рис. 21, а проілюстровано зміну відносного ма-
ксимального контактного тиску в ході ітераційного 
процесу, а на рис. 21, б – відносного максимального 

контактного тиску залежно від параметра 
aα  (див. 

рис. 17, а). Видно, що ітераційний процес сходиться 
досить швидко. Крім того, при варіюванні 

aα  рівень 

контактного тиску змінюється плавно, проте у досить 
широких межах. На рис. 22 наведено зміну картин роз-
поділів контактного тиску в осьовому перерізі залежно 
від номера ітерації (номер ітерації – в полі рисунка) за 
різних значень крp  (позначення кривих на рисунках 

аналогічно рис. 18). На рис. 23, 24 проілюстровано зміни 

розподілу контактного тиску при зміні параметра 
aα . 

Помітна еволюція картин розподілів контактного тиску, а 
також перехідні зони між реалізаціями гілок І і ІІ залежно-
сті )( pw  (див. рис. 17, а). 

k
x, мм

0

0 

4

8

12

-2      -4         -6

1
3

5

р  10, Па
7

х

 
 

 Рисунок 19 – Зміна картин розподілення контактних  
тисків в осьовому перерізі в ході ітераційного процесу  

їх уточнення для пружно-жорсткої моделі 
 проміжного шару (див. рис. 17, а) при aα = 0,6 

 

 

 

 
 

Рисунок 20 – Лінія переходу між пружною і «жорсткою» 

ділянкою залежності )( pw  (див. рис. 17, а) при зміні  

параметра [ ]1;0∈αa  
 

 
а 

 
б 

 

Рисунок 21 – Зміна відносного максимального контактного 
тиску: а – в ході ітераційного процесу; б – залежно  

від параметра 
aα  (див. рис. 17, а) 

 

 

    
 

а       б        в                     г 
 

Рисунок 22 – Картин розподілів контактного тиску в осьовому перерізі залежно 
від номера ітерації при різних значеннях  крp : 

а –  крp = 25 МПа; б – крp = 50 МПа ; в – крp = 75 МПа;  г – крp = 90 МПа 
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Рисунок 23 – Зміна картини розподілу контактного тиску в 
осьовому перерізі при варіюванні параметра 

aα  (див. рис. 17, а) 

 

На рис. 25, 26 наведені картини розподілу контак-
тного тиску при реалізації «кореневої» залежності 

)( pw  (див. рис. 17, б). Відстежується коефіцієнт 

λ=α maxmax / ppб
, де 

maxp  – максимальний контактний 

тиск при «кореневому» розподілі )( pw , λ
maxp – те ж, але 

для лінійного вінклерового шару. Видно, що «корене-
ва» модель породжує більш плавний розподіл контакт-
ного тиску, особливо в зоні периферії, в якій рівень 
тиску різко знижується. 
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Рисунок 24 – Зміна картини розподілу контактного тиску в 
осьовому перерізі при варіюванні параметра 

aα   

(див. рис. 17, а)  (в ізометрії) 
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Рисунок 25 – Зміна картини розподілу контактного тиску  при 

«кореневій» залежності )( pw   (див. рис. 17, б) залежно від 

номера k  ітераційного процесу 
 

На рис. 18 також представлені розподіли контакт-
ного тиску при варіюванні коефіцієнта )/(arctg 12 λλ=αв

 

(див. рис. 17, в). Як випливає з аналізу отриманих розпо-
ділів, при наближенні 

вα  до нуля розподіл контактного 

тиску прагне до такого ж для пружно-жорсткої моделі 
(див. рис. 17, а). При наближенні до 2/π  отримуються 

розподіли контактного тиску, що мають більш низький 

рівень в середній частині, а, відповідно, ширші площадки 

контакту. Тут же (див. рис. 18) наведені розподіли конта-
ктного тиску, отримані не тільки методом додаткових 
зазорів, а й методом змінних параметрів податливості.  

Видно, що отримані різними методами результати в 
цілому збігаються. Таким чином, як видно з отриманих 
результатів, коефіцієнти 

вбa ααα ,,  досить сильно впли-

вають і на характер розподілу контактного тиску, і на їх 
рівень. З цього випливає, що, варіюючи ці коефіцієнти, 

можна відчутно впливати на напружено-деформований 

стан контактуючих тіл. 
 

 
 

Рисунок 26 – Зміна картини розподілу контактного тиску при  
«кореневій» залежності )( pw  (див. рис. 17, б)  залежно від номера 

k  ітераційного процесу (в ізометрії) 
 

 
 

Рисунок 27 – Розподіл нев’язки рівнянь сумісності  
переміщень (центральна частина – область контакту,  
периферія –  поза контактом)  за ітераціями (iter =1÷7) 

 

 
 

Рисунок 28 – Розподіл нев’язки рівнянь сумісності перемі-
щень в області контакту за ітераціями (iter =1÷7) 

 

Також необхідно відзначити, що при розв’язанні те-
стових задач в досліджених випадках не можна зверну-
тися ні до відомих аналітичних розв’язків, ні до 
розв’язків, отриманих чисельно (наприклад, за допомо-
гою МСЕ). Важко здійснювати порівняння з експериме-
нтальними даними в силу того, що залежності )( pw  для 

того чи іншого шару можуть бути отримані зі значною 

похибкою. У зв’язку з цим пропонується оцінювати 

точність розв’язку за рівнем нев’язки рівнянь.  
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Рисунок 29 – Розподіл контактного тиску при ітераційному 
уточненні розв’язку, номер ітерації iter =1÷6 

 

 
 

Рисунок 30 – Зміна максимальної нев’язки розв’язку контакт-
ної задачі в зоні контакту та нев’язки в центральній точці 
контакту в процесі ітераційного уточнення розв’язку  

(в напівлогарифмічному масштабі) 
 

Для цього обчислюється повузлова нев’язка для 
розв’язуваної системи співвідношень, а потім оцінюється 
їх відносний рівень. Наприклад, для рівнянь  

0)( =+δ−+∑ nnmnm hpwpC  рівень нев’язки – 

[ ] δ+δ−+=∆ ∑ /)( nnmnmn hpwpC , де δ  – зближення 

тіл. Так, на рис. 27, 28 наведені розподіли нев’язки 
n∆  

для випадку моделі (див. рис. 17, а) при 
aα = 0,5 (отри-

мано МДЗ). Видно, що досягається досить точний 

розв’язок (рівень нев’язки – до 0,1% після сьомої ітера-
ції). На рис. 29 – зміна характеру розподілу контактного 
тиску при ітераційному уточненні розв’язку. Очевидне 
різке уточнення отриманих результатів відразу після 3-4 

ітерацій. На рис. 30 наведений характер зміни нев’язки – 

максимуму і в центральній точці контакту. Видно, що 
спостерігається лінійна збіжність розв’язку до точного, 

що прийнятно для багатьох прикладних задач із помір-
ною за розмірами гранично-елементною сіткою.  

Таким чином, можна зробити висновок, що розро-

блені методи розв’язання розв’язувальної системи спів-
відношень продемонстрували досить високу точність. 
Це дає можливість переходити до розв’язання інших 
тестових та прикладних задач із застосуванням методів 
додаткових зазорів та змінних параметрів податливості, 
а також інших запропонованих методів. 

5. Вплив різних чинників на контактну взаємо-

дію складнопрофільних тіл. Розроблені та описані 
вище підходи, методи та моделі дають можливість здій-

снювати розв’язання низки тестових та прикладних 
задач про контактну взаємодію складнопрофільних тіл 
із урахуванням структурної та фізичної нелінійності, а 
також обґрунтування форми поверхонь контактуючих 
тіл. Нижче у параграфі описані розв’язання цих задач. 

5.1 Вплив форми профілю поверхонь контакту-

ючих складнопрофільних тіл на розподіл контактно-

го тиску між ними. Для прикладу розглядається 
задача про осесиметричний контакт СПТ, зазор між 

якими записується у вигляді: 
 

[ ] LLKK ayxGayxGh /)(/)( 2/22
2

2/22
1 +⋅++⋅= .    (94) 

 

Тут K  = 2, L  = 4; 
22 yxr +=  – радіус-вектор 

поточної точки в площині xy (дотична до контактую-

чих поверхонь), а 
21, GG  – варійовані параметри 

( 121 =+ GG ) (у табл. 1 наведені варіанти поєднань 

параметрів 
21, GG , за яких здійснювалися чисельні 

дослідження). Надалі визначався 
Hp  – максимальний 

контактний тиск, що отриманий при розв’язанні за-
дачі Герца ( K =2, λ = 0); а також 

Ha  – розмір конта-

ктної плями (отримано при розв’язанні задачі Герца 
( K =2, λ = 0)). Відповідно, у розгляд введено безроз-
мірні величини Ha axx /= , max/ Hppq = . На рис. 31–

33 наведені деякі характерні розподіли, отримані у 

ході досліджень.  

 

      
 

а          б              в 

Рисунок 31 – Розподіли контактного тиску у осьових перерізах для різних значень параметра  λ :  

а –  λ = 0; б – λ  = 5; в – λ  = 10  

 
Таблиця 1 – Поєднання параметрів 

21, GG  

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1G  2 1,75 1,5 1,25 1,1 1 0,75 0,5 0,25 0 

2G  -1 -0,75 -0,5 -0,25 -0,1 0 0,25 0,5 0,75 1 

Як видно із аналізу отриманих результатів, зале-
жно від співвідношення γ1 та γ2 розподіл контактного 

тиску або подібний до «герцівського» при γ1 = 0 (тоб-

то розподіл із єдиним максимумом у центрі), або тя-
жіє до розподілу із локальним мінімумом у центрі та 
максимумом на деякій віддалі від центра (характер-
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ний, наприклад, для розподілів тиску при 

розв’язанні задачі Штаєрмана при степеневому за-
коні розподілу із показником степеня 4 та більше). 

Отже, варіюванням параметрів γ1 та γ2 можливо впли-

вати і на розміри контактної плями, і на розподіл кон-

тактного тиску, і на його максимальне значення. 
 

     
а           б              в 

 

Рисунок 32 – Зміна характеру розподілу контактного тиску залежно від параметра G1 для різних значень параметра  λ : 

а –  λ = 0; б – λ  = 5; в – λ  = 10  

 

 
 

Рисунок 33 – Зміна максимального значення  контактного 

тиску залежно від параметра G1  для різних значень  
параметра λ : а –  λ = 0; б – λ  = 5; в – λ  = 10   

 

5.2. Визначення впливу форми профілю та подат-

ливості проміжного шару на характеристики контакт-

ної взаємодії. На тестовому прикладі розв’язується зада-
ча визначення впливу форми профілю та податливості 
проміжного шару на характеристики контактної взаємо-

дії hpCp −δ=λ+ , якщо K
ArAh )/( 0= . Розв’язується 

задача визначення ),,( λKrp , ),,(max λKrp . Вихідним є 

розв’язок задачі Герца )0,2( =λ=KpH , а базовим – 

розв’язок при 5,2
* =λ=K  (відповідає шліфовці). Вво-

дяться два види параметрів: «апріорні» KArAh )/( 0=
, 

( );/ *
2 λλ= arctgS  ),( 21 SSpp =  та «апостеріорні», що 

випливають із співвідношення ),( ϕΘ= pp ;
 

( )[ ]δ=ϕ ∑ /pcarctg ; ( )[ ]δ=θ ∑ /cos har   

У табл. 2, 3 наведені отримані картини розподілів 
переміщень, викликаних «локальними» та «глобальни-

ми» податливостями контактуючих тіл,  а також розподі-
ли контактного тиску. 

 

Таблиця 2 – Глобальні (штрих) і локальні (штрих-пунктир)  переміщення при різних значеннях K та  S1   
 

Значення 
параметрів 

Глобальні і локальні  
переміщення 

Значення 
параметрів 

Глобальні і локальні  
переміщення 

Значення 
параметрів 

Глобальні і локальні  
переміщення 

λ=0 λ=50 λ =100 

K
 =

 1
.1

 /
 S

1
 =

 0
.5

0
3
 

S2=0, 

Θ=0.889, 

φ=1.57 

 

S2=1.531, 

Θ=0.735, 

φ=0.816 

 

S2=1.551, 

Θ=0.739,  

φ=0.674 

 

K
=

1
.5

 /
 S

1
=

0
.6

4
4

 

S2=0, 

Θ=0.969  

φ=1.57 

 

S2=1.531, 

Θ=0.804  

φ=0.774 

 

S2=1.551, 

Θ=0.775  

φ=0.645 

 

K
=

2
 /

 S
1
=

0
.7

8
5

 

S2=0, 

Θ=1.048  

φ=1.57 

 

S2=1.531, 

Θ=0.865  

φ=0.742 

 

S2=1.551, 

Θ=0.840  

φ=0.609 

 

K
=

8
 /

 S
1
=

1
.3

2
6

 

S2=0.785, 

Θ=1.250  

φ=1.139 

 

S2=1.531, 

Θ=1.165  

φ=0.641 

 

S2=1.551, 

Θ=1.143  

φ=0.499 

 

Модель Герца 
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Таблиця 3 – Залежності відносного контактного тиску q  при різних значеннях K  та S1  

Значення 
параметрів 

Залежність відносного 

контактного тиску 
Значення 
параметрів 

Залежність відносного 

контактного тиску 
Значення 
параметрів 

Залежність відносного 

контактного тиску 
K = 1.1 / S1 = 0.503 

λ=0 

S2=0, 

Θ=0.889, 

φ=1.57 

 

λ =10 / 

S2=1.07;Θ=0.8

04 , φ=1.110 

 

λ =100 / 

S2=1.551; 

Θ=0.739,  

φ=0.674 

 

K = 2 / S1 = 0.785 

λ =0 / 

S2=0, Θ=1.048  

φ=1.57 

Модель 

Герца 

 
 

λ =20/ 

S2=1.471, 

Θ=0.912  

φ=0.924 
 

λ =50/S2=1.531, 

Θ=0.865  

φ=0.742 
 

K = 8/ S1 = 1.326 

λ =0 / S2=0, 

Θ=1.332  

φ=1.57 

 

λ =50/ 

S2=1.531, 

Θ=1.165  

φ=0.641 
 

λ =100 / 

S2=1.551, 

Θ=1.143  

φ=0.499 
 

 

 
   

Рисунок 34 – До балансу нормальних перемі-
щень  у контакті СПТ із проміжним шаром 

Рисунок 35 – Розподіл контактного тиску у сполученні складнопрофільних тіл 

(K =2; L = 1.1) 
 

Аналіз наведених розподілів свідчить про си-

льний вплив форми розподілу зазору та фізико-

механічних властивостей проміжних шарів на ба-
ланс вкладу «локальної» та «глобальної» податливо-

стей контактуючих тіл сумісно із зазором у загальне 
зближення контактуючих тіл, а також на характер 

розподілу та рівень контактного тиску. Таким чи-

ном, шляхом варіювання цими величинами можна 
впливати на властивості розподілу контактних зу-

силь, а, відповідно, і на НДС контактуючих склад-

нопрофільних тіл. 

Подавши баланс відносних до δ  переміщень у 

контакті у вигляді δφ=φ+φ+φ hLG , графічно цей 

відносний баланс внеску окремих ∗φ  можна ілюст-

рувати картиною на рис. 34. Тут Har /~ =ρ  – поточна 

відносна радіальна координата, де Ha  – радіус об-

ласті контакту для випадку контакту гладких тіл 

(задача Герца). Для конкретного набору властивос-
тей проміжного шару відносний радіус цієї області 

контакту 1)0(/)(/)()(~ ≥λ=λ=λ aaaaa H . 

5.3 Вплив різного розподілу зазору у різних на-

прямках на контактний тиск у сполученні складно-

профільних тіл. Розглядається задача визначення 
контактного тиску між складнопрофільними тілами, 

зазор між якими має вигляд 

( ) ./)/(
LK byVaxUh +=  Тут K і L – ступені роз-

поділів зазорів у перерізах y = 0 та x = 0. 

На рис. 35, 36 наведені характерні розподіли 

контактного тиску. Вони свідчать про різкий вплив 

параметрів К та L на характер розподілу контактно-

го тиску. Це дає підстави стверджувати, що варію-

ванням цих параметрів можна управляти розподілом 

контактного тиску, а, відповідно, – і напружено-

деформованим станом контактуючих складнопрофі-
льних тіл. 

5.4. Вплив збурення форми зазору в окружному 

напрямку на розподіл контактного тиску у сполу-

ченні складнопрофільних тіл. Як свідчать результати 

попередніх досліджень, описаних вище, на розподіл 

контактного тиску чинять сильний вплив різні вели-

чини. Зокрема, це стосується розподілу зазору між 

контактуючими тілами. Як один із частинних випад-

ків у цьому підрозділі розглядається закон зміни 

крутизни зазору в коловому напрямку: 
 

 ).sin(2,)/( ϕ⋅ε+== nSarUh S          (95) 
 

Тут φ – кут між віссю x та радіус-вектором поточної 
точки; n =2; ε – варійований параметр. 

На рис. 37 наведені картини розподілу контактного 
тиску при різних параметрах ε. Спостерігається суттєва 
зміна форми розподілу контактного тиску залежно від ε. 
Зміна розподілу контактного тиску при варіюванні при-

тискного зусилля P (ε = 1) проілюстрована на рис. 38. 

На рис. 39 наведені зміни контактного тиску та плями 

контакту при варіюванні ε порівняно із задачею Герца 
(ε = 0), а на рис. 40 – розподіли контактного тиску при 

різних значеннях n у (95). 

Наведені результати підтверджують сильний 

вплив на розподіл контактного тиску форми зазору 

між контактуючими тілами.  
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Крім проведених досліджень, додатково було до-
сліджено вплив властивостей пружного шару (λ) та 
модуля пружності контактуючих тіл (Е) на розподіл 
контактного тиску між складнопрофільними тілами при 

зафіксованій області контакту. Розглядалися випадки 

заданого зближення ∆ (Delta) та притискного зусилля p. 

Аналіз розподілу контактного тиску та його збурення 
при варіюванні λ та Е наведені на рис.  41–44.  

Таким чином, отримані якісні та кількісні хара-
ктеристики зміни контактного тиску при варіюванні 
певних параметрів. 

L
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Рисунок 36 – Розподіл контактного тиску у сполученні складнопрофільних тіл для різних значень K та  L:  

а – K = 2; б – K = 4 
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Рисунок 37 – Розподіл контактного тиску при варіюванні  ε:  
а – ε = 0.25; б – ε = 0.5; в – 0,75; г –  1,0; д – 1.5; е – 2.0 
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а       б 

Рисунок 38 – Зміна розподілу контактного тиску при варі-
юванні притискного зусилля P при ε = 1:  

а – для випадку Р; б – для випадку 0.5P 

 

  
а 

 
б 

Рисунок 39 – Зміни контактного 
тиску та плями контакту при варію-

ванні ε порівняно із задачею Герца  
(ε = 0): а – різниця контактного 

тиску )0()25.1( =−==ψ epspepsp ; 

б – різниця контактного тиску 
H

pmax/ψ=ψ′ ;  в – перекриття плям 

контакту для задач ε = 0 та ε = 1 
 

в 
 

       
а             б 

 
в         г 

 

Рисунок 40 – Розподіл контактного тиску при різних кіль-
костях пелюсток у окружному розподілі зазору:  

а – n = 2; б – n = 3; в – n = 5; г – n = 7 

 

5.5. Особливості визначених закономірностей 

впливу різних факторів на контактну взаємодію 

складнопрофільних тіл. Основною задачею проєктних 
досліджень машинобудівних конструкцій є обґрунту-
вання оптимальних технічних рішень за рівнем техні-
чних і тактико-технічних характеристик машин, у т.ч. 

за навантажувальною здатністю, міцністю, довговічні-
стю тощо. У цьому наборі задач особливого значення 

набуває задача пошуку сприятливої геометричної 
форми поверхонь контактуючих тіл близької форми за 
наявності нелінійно пружного шару між ними. Вони 

зводяться до різного роду обернених задач відновлен-

ня геометричної форми за різноманітними критеріями. 
 

     
а    б 

Рисунок 41 – Картини розподілу контактного тиску при 

варіюванні λ(L): а – P – const; б – ∆ – const 

 

              
а    б 

 

 Рисунок 42 – Картини розподілу контактного тиску  
при варіюванні Е: а – P – const; б – ∆ – const 

 

      
а    б 

 

 Рисунок 43 – Картини розподілу збурення контактного 

тиску при варіюванні λ(L): а – P – const; б – ∆ – const 
 

 
а    б 

 

 Рисунок 44 – Картини розподілу збурення контактного 

тиску при варіюванні Е: а – P – const; б – ∆ – const 
 

У параграфі 5 деякі аспекти виникаючих задач 

були розглянуті та запропоновані нові постановки і 
методи розв’язання виникаючих задач на окремих 

прикладах. 
При цьому отримані наступні результати, що 

дають можливість зробити низку висновків. 
1. Прагнення забезпечити різні задані види руху 

у сполученнях деталей машин формує кінематичні 
вимоги, які служать вихідними при розв’язанні  задач 

відновлення форми і формоутворення контактуючих 
поверхонь. Ця задача поставлена у загальному вигляді 
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у зв’язці із задачею визначення контактного тиску і 
контактних площадок у сполученні контактуючих тіл. 

2. Для формування зв’язаної задачі аналізу ко-

нтактної взаємодії та синтезу геометричної форми 

поверхонь контактуючих тіл у роботі запропоновано 

використовувати єдину систему розв’язувальних 

рівнянь і нерівностей на основі варіаційних постано-

вок. Ця система співвідношень містить усі види ві-
домостей: про фізико-механічні властивості контак-

туючих тіл і нелінійних шарів між ними, про наван-

таження, про зближення, про контактний тиск і при-

тискні зусилля тіл. При цьому, приймаючи  як задані 
та шукані різні набори змінних, удається на єдиній 

базі співвідношень будувати розв’язки  і прямої, і 
оберненої задач, що є перевагою постановки. Недолі-
ком же є не цілком гладкі одержувані розв’язки  обе-
рнених задач синтезу геометричної форми. 

3. При розв’язанні задач про контактну взаємо-

дію СПТ чутливість розподілу контактного тиску на 
варіювання певних параметрів визначено, що реакція  
системи може бути подана у вигляді двох процесів: 
деформування контактної плями (за формою та розмі-
рами)  та зміна куполу розподілу. 

4. У ході розв’язання низки тестових задач уста-
новлені особливості зміни областей контактування 
складнопрофільних тіл і закону розподілу контактного 

тиску від варіювання форми зазору між СПТ та власти-

востей матеріалу проміжного шару між ними. 

Таким чином, запропоновані нові постановки, 

моделі та методи розв’язання задач обґрунтування 
геометричної форми контактуючих СПТ близької 
форми, а також форми і властивостей матеріалів 
проміжних шарів між ними за критеріями міцності. 

Висновки. У статті міститься вирішення актуальної 
наукової проблеми механіки деформівного твердого тіла, 
яка полягає у створенні теоретичних основ механіки 

контактної взаємодії пружних тіл із урахуванням мікро-
механічних моделей шорсткості та інших проміжних або 
поверхневих шарів.  

Аналіз розроблених підходів, моделей, методів та 
установлених за їх допомогою закономірностей дає мож-

ливість зробити такі  висновки. 

1. Натепер відсутні універсальні методи та моделі 
контактної взаємодії складнопрофільних тіл із адекват-
ним урахуванням чинників, які набули натепер визна-
чального впливу на їх напружено-деформований стан, 

зокрема, – фізично нелінійні властивості шорсткості та 
проміжних шарів між контактуючими поверхнями цих 
тіл. Разом із тим широке розповсюдження СПТ, що на 
практиці знаходяться у контакті у складі машинобудів-
них конструкцій, потребує таких розробок. Для вирі-
шення протиріччя, що склалося, необхідне створення 
теоретичних основ та засобів моделювання аналізу 
контактної взаємодії та НДС елементів машинобудів-
них конструкцій із урахуванням фізично нелінійних 
проміжних або поверхневих шарів. Означені проблемні 
напрямки склали мету та зміст роботи. 

2. Для вирішення сформульованих проблем роз-
роблено загальний підхід, який базується на поєднанні 
мікро-макромасштабних моделей НДС контактуючих 
елементів машинобудівних конструкцій із шорсткою 

поверхнею та проміжним шаром на поверхні. У мате-
матичному плані розроблені варіаційні формулювання 

поставлених задач, які зводяться до проблеми пошуку 
екстремумів нелінійних функціоналів.  

3. Розроблені методи і моделі для дослідження кон-

тактної взаємодії СПТ із урахуванням мікромеханічних 
властивостей поверхневих і проміжних шарів, які визна-
чають їхню локальну контактну нелінійну жорсткість. У 

результаті одержано структурно-фізично нелінійні спів-
відношення. Для них розроблена слабка постановка, що 
зводиться до пошуку екстремуму модифікованого функ-
ціоналу додаткової енергії, визначеного на розподілах 
контактного тиску. Із застосуванням методу граничних 
елементів отримано дискретну форму розв’язувальних 
рівнянь та нерівностей. Для їх задоволення розроблено 
методи додаткових зазорів та змінних параметрів подат-
ливості. Вони зводять структурно-фізично нелінійну 
задачу до послідовності структурно нелінійних, проте 
фізично лінійних задач, а для розв’язання таких задач 
можна застосувати уже розроблені раніше методи. Також 

розроблено метод поетапного розширення множини 

чинників, які можуть бути ураховані при розв’язанні 
контактних задач шляхом почергового додавання відпо-
відних додаткових чинників у нелінійний функціонал 
додаткової енергії. У кінцевому підсумку розроблений 

комплекс підходів, методів та моделей дає можливість, 
на відміну від традиційних, більш ефективно, адекватно і 
точно моделювати контактну взаємодію СПТ. При цьому 
установлені якісно нові закономірності впливу на розпо-
діл контактного тиску профілю контактуючих тіл та 
властивостей проміжного шару. Зокрема, для нелінійно 
пружно-жорсткого шару спостерігається комбінація 
еліпсоїдальновидного та параболоїдальновидного розпо-
ділів із перехідною поверхнею між ними. Також проміж-

ний шар згладжує розподіл контактного тиску та розши-

рює область контакту. У ході розв’язання низки тестових 
задач продемонстровано точність та збіжність розробле-
них методів досліджень типу методів додаткових зазорів 
та змінних параметрів податливості. 

4. Розроблено єдину систему розв’язувальних спів-
відношень для аналізу, з одного боку, НДС та контактно-
го тиску у спряженнях складнопрофільних тіл, а з іншого 
– для обґрунтування геометричної форми їх поверхонь та 
властивостей проміжних шарів. Це дає можливість роз-
в’язувати обернені задачі синтезу геометричної форми 

СПТ із умов реалізації заданого розподілу контактного 
тиску.  

5. Визначені особливості розподілу контактного тис-
ку у спряженні контактуючих СПТ. Установлені законо-
мірності впливу різних чинників на контактний тиск і 
контактні області. Обґрунтовані узагальнені рекомендації 
щодо технічних рішень для елементів машинобудівних 
конструкцій, що забезпечують їх міцність.   

У подальшому пропонується поширити розроблений 
підхід, моделі та методи досліджень на широкий клас 
прикладних задач. 
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