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МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ МАССЫ ЗАМКНУТОГО 
ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНИЗМА, ОБРАЗОВАННОГО ДВУМЯ ПРОСТЫМИ ПЛАНЕТАРНЫМИ 
МЕХАНИЗМАМИ ДЖЕЙМСА 

 
Предложена математическая модель оценки проектировочной массы замкнутого планетарного механизма, образованного из двух простых 

планетарных механизмов Джеймса (механизм типа AI ), учитывающая их структурные схемы и конструктивные ограничения, определяемые 
условиями контактной и изгибной прочностей внешних зубатых зацеплений солнечных колес и сателлитов. Модель представляет собой безраз-
мерную функцию (аналог массы) двух переменных – передаточных отношений простых планетарных механизмов, и набора числовых парамет-
ров. В качестве параметров аналога массы выбраны коэффициенты, характеризующие модели массы зубчатых колес и водил, конструктивные и 

прочностные ограничения внешних зубчатых зацеплений простых планетарных механизмов типа AI , а также структуру этих механизмов. В 
программе Mathcad исследованы дифференциальные свойства предложенной модели и влияние на положение минимума аналога массы в зави-
симости от числовых значений его параметров. Приведены документы программы Mathcad, реализующие компьютерное моделирование алго-
ритмов параметрической оптимизации массы замкнутого планетарного механизма, где в качестве целевой функции использована функция 
аналога массы данного механизма. Рассмотрен сравнительный анализ минимизации проектной массы двух кинематических схем планетарных 

механизмов – замкнутого планетарного механизма и рядно-планетарного типа 2× AI . 
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МОДЕЛЮВАННЯ І АНАЛІЗ ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ МАСИ ЗАМКНУТОГО 
ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНІЗМУ, УТВОРЕНОГО ДВОМА ПРОСТИМИ ПЛАНЕТАРНИМИ  
МЕХАНІЗМАМИ ДЖЕЙМСА 

 
Запропоновано математичну модель оцінки проектувальної маси замкнутого планетарного механізму, утвореного із двох простих планетарних 

механізмів Джеймса (механізм типу AI ), яка враховує їх структурні схеми і конструктивні обмеження, які визначаються умовами контактної та 
згинальної міцності зовнішніх зубчастих зачеплень сонячних коліс і сателітів. Модель є безрозмірною функцією (аналог маси) двох змінних – 
передаточних відношень простих планетарних механізмів, і набору числових параметрів. Як параметри аналога маси обрані коефіцієнти, що 
характеризують моделі маси зубчастих коліс та водил, конструктивні і міцнісні обмеження зовнішніх зубчастих зачеплень простих планетарних 

механізмів типу AI , а також структуру цих механізмів. У програмі Mathcad досліджені диференціальні властивості запропонованої моделі та 
вплив на положення мінімуму аналога маси в залежності від числових значень його параметрів. Наведено документи програми Mathcad, що 
реалізують комп'ютерне моделювання алгоритмів параметричної оптимізації маси замкнутого планетарного механізму, де в якості цільової 
функції використана функція аналога маси даного механізму. Розглянуто порівняльний аналіз мінімізації проектної маси двох кінематичних 

схем планетарних механізмів - замкнутого планетарного механізму і рядно-планетарного типу 2×AI . 
Ключові слова: простий планетарний механізм Джеймса, простий планетарний механізм типу AI ; замкнутий планетарний механізм; ряд-

но-планетарний механізм; маса планетарного механізму; контактна міцність зубчастого зачеплення; згинальна міцність зубчастого зачеплення; 
параметрична оптимізація; параметрична оптимізація маси планетарного механізму 
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MODELING AND ANALYSIS OF PARAMETRIC OPTIMIZATION OF  THE MASS OF A CLOSED 
 PLANETARY MECHANISM FORMED BY TWO SIMPLE PLANETARY  MECHANISMS OF JAMES 

 
The mathematical model of estimation of a design mass of the closed planetary mechanism formed from two simple planetary mechanisms of James (me-
chanism of type AI ), taking into account their structural diagrams and design constraints, determined by the conditions of contact and bending strengths of 
external gearing of sun gears and satellites, is offered. A model is a dimensionless function (analogue of mass) of two variables – transmission relations of 
simple planetary mechanisms, and set of numerical parameters. As parameters of analogue of mass coefficients are chosen, characterizing the models of 
mass of gear wheels and carriers, structural and strength limitations of the external gearing of simple planetary mechanisms of the type AI , and also struc-
ture of these mechanisms. In the program Mathcad differential properties of the offered model and influence on position of minimum of analogue of mass 
are investigational depending on the numerical values of his parameters. Documents of the Mathcad program are presented that implement computer 
modeling of algorithms for parametric optimization of mass closed planetary mechanism, where the function of the analogue of the mass of the given 
mechanism is used as the objective function. A comparative analysis of minimizing the design mass of two kinematic schemes of planetary mechanisms is 

considered – closed planetary mechanism and in-line planetary of the type 2×AI . 

Keywords: simple planetary mechanism of James, simple planetary mechanism type AI ; closed planetary mechanism; in-line planetary mechanism; 
mass of closed planetary mechanism; contact strength of gearing; bending strength of gearing; parametric optimization; parametric optimization of mass of 
planetary mechanism 

 
Введение. Одним из основных направлений в 

развитии электромеханических приводов различных 
систем летательных аппаратов является уменьшение 
их массогабаритных показателей, в частности, при-
меняемых механических передач. 

Стремление улучшить массогабаритные показа-
тели механических передач приводит к применению 

различных кинематических схем планетарных передач. 
Наибольшее применение получили кинематические 
схемы планетарных передач на базе простого плане-

тарного механизма типа AI (планетарный механизм 
Джеймса).  

Среди вариантов кинематических схем плане-
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тарных передач на базе простого планетарного меха-

низма типа AI  чаще используется вариант рядно-

планетарных механизмов типа n× AI , где n  – число 

ступеней базового планетарного механизма типа AI . 
Другой вариант кинематических схем – схема замкну-
того планетарного механизма (замкнутого дифферен-
циального механизма), образованная на базе двух или 

более простых планетарных механизмов типа AI . 
Данный вариант менее распространенный, чем первый. 
Каждый вариант из вышеперечисленных обладает 
своими достоинствами и недостатками. 

На сегодняшний день для первого варианта име-
ется достаточный объем теоретических и практиче-
ских исследований и методик проектирования с уче-
том различных критериев. Для второго варианта этого 
сказать нельзя [1]. С другой стороны, в приводах 
грузоподъемного оборудования самолетов использу-
ют конструкции замкнутых планетарных передач. 

Учитывая эти обстоятельства, практическую 
значимость приобретают вопросы решения различ-
ных задач проектирования и определения (оценива-
ния) различных технических характеристик механи-
ческих передач вышеназванных электромеханических 
приводов, построенных по схеме замкнутого плане-
тарного механизма, образованного на базе простого 

планетарного механизма типа AI . 
Цель статьи – разработка и исследование осо-

бенностей методики параметрической оптимизации 
массы замкнутого планетарного механизма, образо-
ванного двумя простыми планетарными механизмами 

типа AI  с учетом возможных значений их передаточ-
ных отношений. 

Анализ литературы. Подходы оптимального 
проектирования различных кинематических схем 
планетарных механизмов рассмотрены в работе [1]. 
Моделирование массы и ее параметрическая миними-
зация приводится для ряда кинематических схем 
простых планетарных механизмов и для рядно-

планетарных механизмов типа n× AI . Замкнутые 
планетарные механизмы в этой работе рассмотрены 
только с позиций их строения (образования) и кине-
матического анализа. Вопросы минимизации (опти-
мизации) массы таких механизмов в данной работе не 
представлены. Теория и вопросы проектирования 
замкнутых многоступенчатых передач планетарно-
дифференциального типа изложены в работе [2]. В 
данной работе приводится подход оценки массовой 
характеристики планетарного ряда (простого плане-

тарного механизма типа AI ). Однако, в работе отсут-
ствует рассмотрение отмеченного подхода для оценки 
массы многоступенчатых передач планетарно-
дифференциального типа. 

Исследование свойств модели суммарной массы 

рядно-планетарных механизмов типа n× AI  выпол-
нено в работе [3]. Параметрическая оптимизация 
суммарной массы двухпоточного механизма, образо-
ванного простыми планетарными механизмами типа 

AI  (планетарные ступени), в котором суммирование 
двух потоков механической мощности реализовано 

дифференциальным механизмом типа AI , рассмот-

рена в работе [4]. В работе приводится описание под-
хода, который позволяет построить математическую 
модель суммарной массы механизма, в структуре 
которого имеются рядные ступени, планетарные сту-
пени и дифференциалы (дифференциальные ступени). 

Методология минимизации суммарного веса зуб-
чатых передач, в том числе планетарной передачи 

типа AI , применяемых в авиастроении, рассмотрена в 
работе [5]. При этом суммарный вес зубчатой переда-
чи представляется как безразмерная целевая функция, 
зависящая от одной независимой переменной – пере-
даточного отношения передачи, и параметра – числа 
сателлитов. Оптимальное значение передаточного 
отношения зубчатой передачи минимального веса 
определяется из решения уравнения, полученного 
приравниванием к нулю производной соответствую-
щей целевой функции по независимой переменной. 

Проектированию облегченных конструкций 
планетарных передач посвящена работа [6]. В качест-
ве критериев оптимального проектирования прини-
маются значения трех ее технических характеристик: 
КПД; объем; суммарная масса. Приводятся математи-
ческие модели – формулы для определения суммар-
ной массы планетарной передачи (простого планетар-

ного механизма) типов AI , II  и AA  соответствен-
но. Здесь не исследуются зависимости массы просто-
го планетарного механизма как целевой функции, 
зависящей от ряда параметров простого планетарного 
механизма (числа сателлитов, передаточного отноше-
ния и др.). В работе приводится сравнительный ана-
лиз вышеназванных кинематических схем простого 
планетарного механизма по значениям массы, объема 
и КПД, определенных для трех значений передаточ-
ного отношения планетарной передачи. 

Применение многокритериальной оптимизации 
для проектирования планетарной коробки передач с 
двумя степенями свободы, содержащей два простых 

планетарных механизма типа AI , рассмотрено в 
работе [7]. Переменными целевых функций (функций 
проектирования) приняты шесть параметров конст-
рукции планетарной передачи: числа зубьев солнеч-
ного колеса, сателлитов и эпицикла; число сателли-
тов; модуль зубчатых колес; ширина зубчатого венца, 
принимаемая одинаковой для всех зубчатых колес. В 
качестве целевых функций выбраны следующие по-
казатели проектируемой планетарной коробки пере-
дач: объем; масса; КПД; производственные затраты 
(себестоимость). Для заданной структурной схемы 
планетарной коробки передач (в статье представлено 
12 схем) с учетом ограничений на возможные значе-
ния переменных целевых функций, учитывающие 
условия сборки, геометрические соотношения и 
прочности зубчатых зацеплений, решается многокри-
териальная задача целевого программирования в 
форме метода весовых коэффициентов. Решение за-
дачи ищется в смысле оптимальности по Парето. 
Математическая модель массы планетарной ступени 
применима как для прямозубых, так и для косозубых 
зубчатых колес. Отметим, что эта модель не учитыва-
ет массу водила. В статье не исследуются экстре-
мальные свойства размерных целевых функций массы 
планетарной ступени и суммарной массы двух плане-
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тарных ступеней – планетарной коробки передач. 
Параметрическая оптимизация конструкции 

замкнутой планетарной передачи типа 2К–Н[А], ос-
нованная на методе нечеткой оптимизации (Fuzzy 
Optimization Method), исследована в работе [8]. Мате-
матическая модель оптимального проектирования 
основана на поиске минимального значения главной 
целевой функции, образованной двумя частными 
целевыми функциями. Частные целевые функции – 
функции независимых переменных (переменных 
проектирования) соответственно объема и КПД вы-
бранной структурной схемы планетарной передачи. 
Переменными проектирования приняты 12 величин: 
числа зубьев всех семи зубчатых колес; модуль зуб-

чатых зацеплений дифференциала типа AI ; модули 
двух зацеплений кинематической цепи замыкания, 
образованной простым планетарным механизмом 
типа AA  или типа IA  с заторможенным водилом; 
коэффициенты относительной ширины венца зубча-
тых зацеплений дифференциала (все зубчатые колеса 
имеют одинаковую ширину) и зубчатых зацеплений 
кинематической цепи замыкания соответственно. 
Необходимо отметить, что в целевой функции сум-
марного объема проектируемой передачи учитывают-
ся только объемы эпицикла дифференциала и объемы 
двух зубчатых зацеплений кинематической цепи за-
мыкания.  

Методика оптимального проектирования плане-
тарного редуктора (простого планетарного механизма 

типа AI ), основанная на двух методах многокритери-
альной оптимизации, не требующих определения 
производных целевых функций, представлена в рабо-
те [9]. Авторы работы разработали алгоритм оптими-
зации, основанный на методе дифференциальной 
эволюции (Differential Evolution) и методе роя частиц 
(Particle Swarm). Свой алгоритм авторы назвали адап-
тивным гибридным алгоритмом многоцелевой опти-
мизации. Критериями оптимальной конструкции 
планетарного редуктора были выбраны вес, объем и 
значение КПД редуктора. Поиск оптимального набо-
ра варьируемых параметров (аргументов целевых 
функций) конструкции планетарного редуктора вы-
полнялся для шести целевых функций. В качестве 
ограничений на возможные значения параметров 
проектирования были приняты условия прочности по 
изгибу и контакту, условия соседства сателлитов и 
условия сборки планетарного редуктора. Отметим, 
что для вычисления значения КПД редуктора авторы 
разработали алгоритм определения крутящего момен-
та на ведомом зубчатом колесе с учетом действия сил 
трения в зубчатом зацеплении согласно теории эла-
стогидродинамического смазывания. Для вычисления 
целевой функции объема планетарного редуктора 
принята математическая модель, в которой учитыва-
ются объемы модельных дисков всех зубчатых колес 
планетарного редуктора. В качестве переменных 
проектирования были приняты следующие параметры 
зубчатых колес: числа зубьев, значения коэффициен-
тов смещения зубчатых колес, ширина зубчатого 
венца и модуль зубчатых зацеплений. Остальные 
параметры – кинематические, силовые, свойства ма-
териалов зубчатых колес задавались как входные 

данные проектируемого планетарного редуктора. 
В работе [10] рассмотрено применение генетиче-

ского алгоритма (Genetic Algorithm) оптимизации 
многокритериальной задачи проектирования плане-
тарной передачи (простого планетарного механизма 

типа AI ). Под оптимальной конструкцией планетар-
ной передачи принимается такая, которая имеет наи-
меньшие вес и межосевое расстояние внешнего зубча-
того зацепления солнечного колеса и сателлита, а 
также и наибольшее значение КПД передачи. В каче-
стве целевых функций авторы работы используют три 
функции: объема; межосевого расстояния; КПД. Ар-
гументами целевых функций были приняты: ширина 
зубчатого венца, равная для всех зубчатых колес; мо-
дуль зубчатых зацеплений; числа зубьев солнечного 
колеса и сателлита; диаметры валов солнечного колеса 
и сателлита. В качестве ограничений на возможные 
значения параметров проектирования были приняты 
условия прочности по изгибу и контакту, условие 
соседства сателлитов, условие сборки планетарной 
передачи, возможный диапазон значений числа зубьев 
колес, возможный диапазон относительной ширины 
зубчатого венца и условия выбора диаметров валов 
для солнечного колеса и сателлитов. Целевая функция 
суммарного объема планетарной передачи учитывает 
объемы всех зубчатых колес (модельные объемы). 
При этом для модели объема эпицикла учитываются 
объемы валов солнечного колеса и валов сателлитов. 
Методика оптимизации объема двухступенчатого 
планетарного механизма, основанной на генетическом 
алгоритме, реализованная в среде программы Matlab, 
приведена в работе [11]. 

Материалы исследований. Изложение мате-
риалов статьи является продолжением исследований, 
которые были представлены в работе [12]. Поэтому из 
этой работы в настоящей статье будут использованы 
иллюстрации, обозначения переменных и результаты 
структурного, кинематического и силового анализов 
замкнутого планетарного механизма.  

Кинематическая схема исследуемого замкнутого 
планетарного механизма показана на рис. 1. 
 

 
 

 Рисунок 1 – Замкнутый планетарный механизм 
 
На рис. 2 показана схема образования структуры 

замкнутого планетарного механизма Утолщенными 
линиями показаны звенья механизмов, которые соеди-
няются между собой. 

Замкнутый планетарный механизм образован из 
двух одновенцовых простых планетарных механизмов 
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типа AI . Первый механизм – дифференциальный, 
второй – планетарный, в котором заторможено водило 

1H . 

 

 
 

 Рисунок 2 – Схема образования замкнутого  
планетарного механизма 

 
Механизм a1 g1 b1 1- - -HZ Z Z  является кинематической 

цепью замыкания (КЦЗ) дифференциального механиз-
ма a2 g2 b2 2- - -HZ Z Z . 

Передаточное отношение исследуемого меха-
низма от вала γ  к валу δ  определяется по формуле 

 ( )( )γδ 1 21 1 1U p p= − + + , (1)

где b1
1

a1

Z
p

Z
= , b2

2
a2

Z
p

Z
=  – кинематические пара-

метры КЦЗ и дифференциального механизма. 
С учетом допущений, которые приведены в ра-

ботах [1–4], масса ДМM  дифференциального меха-

низма типа AI  может быть определена по формуле 

 ДМ a2 2 g2 b2 H2M M k M M M= + + + , (2)

где a2M , g2M , b2M  – массы подвижных зубчатых 

колес соответственно a2Z , g2Z  и b2Z ; 

2k  – число сателлитов g2Z ; 

2HM  – масса водила 2H . 

Полагаем, что подвижные звенья дифференциального 
механизма изготовлены из одного и того же материа-
ла, характеризуемого удельной плотностью 2ρ . 

Учитывая известные геометрические и кинема-
тические соотношения для планетарного механизма 

типа AI , получим запись формулы (1) в виде 

 

( )
2

2
g2 дм22

ДМ a2 a2 2
a2

2
2 дмb2

дм H
a2

2
1

4 2

1
4

b U
M b d k

b

Ub
U n

b

πρ  − 
= + + 
  


+ − + 



, (3)

где a2b , g2b , b2b  – ширины зубчатых венцов соот-

ветственно зубчатых колес a2Z , g2Z  и b2Z ; 

a2d  – делительный диаметр зубчатого колеса 

a2Z ; 

дм b2 a2 21 1U Z Z p= + = +  – передаточное отно-

шение механизма от зубчатого колеса а2Z  к водилу 

2H  при неподвижном зубчатом колесе b2Z ; 

2Hn  – коэффициент приведения массы водила к 

массе условного диска. 
В формуле (3) масса водила 2H  была принята 

пропорциональной массе диска, диаметр которого 
равен удвоенному межосевому расстоянию внешнего 
зубчатого зацепления a2 g2-Z Z , а ширина – ширине 

a2b  зубчатого колеса a2Z ; тогда получим 

 ( )
2

2
H a2 a2 g24

M b d d
πρ

= + . (4)

Для случая, когда ширины зубчатых венцов зуб-
чатых колес дифференциального механизма приняты 
одинаковыми, формула (3) будет иметь следующий 
вид 

 

( )
2

2
дм22

ДМ a2 a2 2

2
2 дм

дм H

2
1

4 2

1
4

U
M b d k

U
U n

πρ  − 
= + + 
  


+ − + 



 (5)

Масса КЦЗM  КЦЗ дифференциального механиз-

ма, образованной на основе планетарного механизма 

типа AI , может быть определена по формуле 

 КЦЗ a1 1 g1 b1M М k M M= + + , (6)

где a1M , g1M , b1M  – массы подвижных зубчатых 

колес соответственно a1Z , g1Z  и b1Z ; 

1k  – число сателлитов g1Z . 

В формуле (6) не учитывается масса затормо-
женного водила 1H , так как это неподвижное звено 

отнесено к стойке замкнутого планетарного механиз-
ма (корпусу механизма). 

Полагаем, что подвижные звенья КЦЗ изготов-
лены из одного и того же материала, характеризуемо-
го удельной плотностью 1ρ . 

С учетом замечаний, сделанных при выводе 
формулы (3), получим формулу для вычисления мас-
сы зубчатых колес КЦЗ в виде 

 

( )

2
g1 кцз21

КЦЗ a1 a1 1
a1

2b1
кцз

a1

2
1

4 2

1

b U
M b d k

b

b
U

b

πρ  − 
= + + 
  


+ − 



 (7)

где a1b , g1b , b1b  – ширины зубчатых венцов соот-

ветственно зубчатых колес a1Z , g1Z  и b1Z ; 

a1d  – делительный диаметр зубчатого колеса 

, 

, 

, 
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a1Z ; 

кцз b1 a1 11 1U Z Z p= + = +  – передаточное отно-

шение планетарного механизма типа AI  от зубчатого 
колеса а1Z  к водилу 1H  при неподвижном зубчатом 

колесе b1Z . 

Для случая, когда ширины зубчатых венцов зуб-
чатых колес КЦЗ выполнены одинаковыми, формула 
(7) примет следующий вид 

 

( )

2
кцз21

КЦЗ a1 a1 1

2
кцз

2
1

4 2

1

U
M b d k

U

πρ  − 
= + + 
  

+ −


. (8)

Суммарная масса MΣ  замкнутого планетарного 

механизма, схема которого показана на рис. 1, опре-
деляется по формуле 

 ДМ КЦЗM M MΣ = + . (9)

Подставив в (9) формулы (3) и (7), получаем 
следующее выражение для массы MΣ  

 ( )

( )

2

2
g2 дм22

a2 a2 2
a2

2
2 дм 2b2 1

дм H a1 a1
a2

2
2g1 кцз b1

1 кцз
a1 a1

2
1

4 2

1
4 4

2
1 1

2

b U
M b d k

b

Ub
U n b d

b

b U b
k U

b b

πρ

πρ

Σ

 − 
= + + 
  


+ − + + ×



 −  
 + + −  
   

 

(10)

Преобразуем формулу (10) к виду 

 ( )

( )

2

2
g2 дм22

a2 a2 2
a2

2 2
2 дмb2 a1 a11

дм H 2
a2 2 a2 a2

2
2g1 кцз b1

1 кцз
a1 a1

2
1

4 2

1
4

2
1 1

2

b U
M b d k

b

Ub b d
U n

b b d

b U b
k U

b b

πρ

ρ
ρ

Σ

 − 
= + +   


+ − + + ×




 − 
 + + −    

 (11)

Отношение диаметров солнечных колес a1Z  и 

a2Z  представим в виде 

 
дм дмa1 b1 b1

a2 кцз b2 b2 кцз

1 1

1 1

U Ud d d

d U d d U

− −
= ⋅ = ⋅

− −
. (12)

Контактная прочность. Условие контактной 

прочности для внешних зацеплений a g-i iZ Z  ( 1,2i = ) 

замкнутого планетарного механизма, образованного 
из двух одновенцовых простых планетарных меха-

низмов типа AI , запишем в виде 

( )
( ) ( ) ( )
a H Hβ H E2

a d 2 2
w HP

0,7

cos 2
i

i i v i i
i i

i i i

M K K Z u
b d

k tg uα α σ

Ω
≥

−
,         (13) 

где aiM  – вращающий момент, приложенный к 

солнечному колесу aiZ ; 
 

кцз

дм

,  если 1,

,  если 2.i

U i
u

U i

==  =
 – передаточное отношение 

 

 

соответствующего планетарного механизма. 
С учетом формулы (13) представим следующее 

отношения в виде 

 
( )

( )( )
( )( )

2

1

2
1 a1 a1 1 а1 2 1 2 H1

2
2 а2 1 1 2 H22 a2 a2

2
w2 Hβ Hv E HP1

2
w1 Hβ Hv E HP2

(u 1)

1

b d М k u

М k u ub d

tg K K Z

tg K K Z

ρ ρ
ρρ

α σ

α σ

− Ω
= ⋅

− Ω
 (14)

Различие в контактной прочности внешних за-
цеплений a g-i iZ Z  замкнутого планетарного механиз-

ма определяем коэффициентом разнопрочности HΠ  

по формуле 

 
( )( )
( )( )

2

1

2
w2 Hβ Hv E HP1

H 2
w1 Hβ Hv E HP2

tg K K Z

tg K K Z

α σ

α σ
Π = . (15)

Учитывая формулу (15) и выражение для отно-
шения модулей моментов a1 a2 2 21M M p u= + = , 

получим 

 ( )
2

1 a1 a1 1 2 1 2 H1
H2

2 1 1 H22 a2 a2

(u 1)

1

b d k u

k ub d

ρ ρ
ρρ

− Ω
= Π

− Ω
. (16)

Формулу (11) с учетом формулы (16) преобразу-
ем к виду 

 ( ) ( )

( )

2

2
g222 2

H a2 2 2
a2

2
2b2 2 1 2 1 2 H1

2 H
a2 2 1 1 H2

2
2g1 b11

H 1 1
a1 a1

2
1

4 2

(u 1)
1

4 1

2
1 1

2

a

b u
M b d k

b

b u k u
u n

b k u

b bu
k u

b b

πρ

ρ
ρ

Σ

 − 
= + +   

 − Ω+ − + + × − Ω

 − 
 Π + + −    

 (17)

Введем коэффициент массы H2C  при расчете на 

контактную прочность внешнего зубчатого зацепле-
ния дифференциала a2 g2-Z Z  

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

a2 H2 Hβ Hv E 22
H2 2 2

w2 HP2

H2 Hβ Hv E 22
2 2

w2 HP2

0,7

4 cos

0,7
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M K K Z
C
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M K K Z
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δ

πρ
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πρ
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Ω ⋅
= =

Ω ⋅
=

 (18)

. 

. 

. 

. 

. 

. 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 2. 2021  61 

В формуле (18) учтена связь между модулями 
моментов a2M  и Mδ . 

С учетом формулы (18), перепишем формулу 
(17) к безразмерному виду (аналогу массы) 

 

( )

( ) ( )

( )

2

2
g22 2

H 2
a22 2

2
2b2 2 1 2 1 2 H1

2 H
a2 2 1 1 H2

2
2g1 b11
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2
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22

(u 1)
1   
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2
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2

bu u
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bk U u

b u k u
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b k u

b bu
k u

b b

γδ

ρ
ρ

Σ
 − 
= + + −   

 − Ω+ − + + × − Ω

 − 
 Π + + −    

 (19)

где ΣH
ΣH

H2

M
M

C
= . 

Проанализируем формулу (19) для некоторых 
случаев, которые представляют практический инте-
рес. 

Если ширины зубчатых венцов зубчатых колес 
для каждого простого планетарного механизма типа 

AI  выполнены одинаковыми, данное допущение 
означает, что имеют место следующие равенства: 

 
1 a1 g1 b1

2 a2 g2 b2

,

.

b b b b

b b b b

= = =

= = =
 (20)

Условиям (20) соответствует следующее пред-
ставление аналога суммарной массы исследуемого 

замкнутого планетарного механизма HM Σ : 
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 (21)

Если все зубчатые колеса изготовлены из одного 
и того же материала, т.е. имеет место равенство 

1 2ρ ρ ρ= = , то выражение (21) будет иметь вид 
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2
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1 1 H2

2
21

H 1 1

2
1

22

(u 1)
1

4 1

2
1 1

2

H

u u
M k

k U u

u k u
u n

k u

u
k u

γδ
Σ

 − 
= + + −   
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 (22)

В случае, когда к предыдущим допущениям до-
бавить равенство сателлитов 1 2k k k= = , которое 

приводит к равенству H H1 H2Ω = Ω = Ω , то получим 

следующее представление аналога массы HM Σ : 
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( ) ( )
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2 H

2
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
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 (23)

Исследуем экстремальные свойства аналога мас-

сы HM Σ  вида (23), рассматривая эту формулу как 
целевую функцию двух аргументов 1u  и 2u . Число 

сателлитов k , коэффициент разнопрочности HΠ , 

коэффициент 
2Hn  и передаточное отношение Uγδ  

принимаем как параметры целевой функции 

 ( )2
Н Н 1 2 H H, , , ,M M u u k n UγδΣ Σ= Π . (24)

Из соотношения (1) следует, что для случая, ко-
гда известно значение передаточного отношения 

*U Uγδ γδ= , то передаточные отношения 1u  и 2u  не 

являются независимыми переменными. Примем в 
качестве независимой переменной передаточное от-
ношение 2u , тогда передаточное отношения 1u  опре-

делится по формуле 

 ( )*
1 21u U uγδ= − . (25)

На рис. 3 показан график зависимости вида (23), 
построенный при следующих значениях параметров: 

*
γδ 26U = − ; 3k = ; 

2H 5n = ; H 2Π = . Независимая 

переменная 2u  изменялась в диапазоне [ ]2 2,8u ∈ . 

 

 
 

Рисунок 3 – График функции ( )Н Н 1 2,M M u uΣ Σ=  

 
Анализ графика, изображённого на рис. 3, пока-

зывает наличие минимума функции вида (23) и 
стремление увеличения значения функции при 

2 2u → . Действительно, из формулы (23) следует 

наличие разрыва функции при 2 2u = . 

, 

. 

. 

. 
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Особенности функциональной зависимости вида 
(23) (точки экстремума и разрыва) показаны на рис. 4. 
Данный график был построен при изменении незави-
симой переменной в диапазоне [ ]2 0,8u ∈ . 

 

 
Рисунок 4 – Особенности графика функции 

( )1 2,Н НM M u uΣ Σ=  

 
Из рис. 4 видно, что в диапазоне значений 

[ ]2 0,2u ∈  функция вида (23) является знакоперемен-

ной и имеет глобальный минимум, равный нулю. 
Учитывая, что физически реализуемое наименьшее 
значение передаточного отношения 2u  не менее 2,1, в 

качестве минимума функции (23) считаем минимум, 
показанный на рис. 3. 

Оптимальное значение передаточного отноше-
ния 2optu , при котором значение функции аналога 

массы вида (23) будет минимальным, можно находить 
разными методами (графическими, аналитическими и 
численными). 

На рис. 5 показан фрагмент документа програм-
мы Mathcad для решения задачи по определению 
оптимальных значений передаточных отношений 

1optu  и 2optu , минимизирующих функцию аналога 

массы вида (23). 
Результат решения задачи минимизации целевой 

функции вида (23), который показан на рис. 5, зависит 
от выбранных начальных приближений и выбранного 
метода решения (настройка внутренней функции 
Minimize программы Mathcad). Для функции Minimize 
было выбрано: нелинейная оптимизация; метод со-
пряженных градиентов. 

Целевая функция вида (23) в диапазоне значений 

22 11u< ≤  является непрерывной функцией, поэтому 

можно реализовать нахождение ее минимума путем 
приравнивания ее производной к нулю с последую-
щим решением этого уравнения. 

График производной целевой функции вида (23) 
по переменной 2u , построенный при изменении неза-

висимой переменной в диапазоне [ ]2 3,6u ∈ , показан 

на рис. 6. Данный график был получен при значениях 
параметров, которые были приняты для построения 
графика, изображенного на рис. 3. 

Находить значение передаточного отношения 

2u , при котором график производной целевой функ-

ции вида (23), показанный на рис. 6, проходит через 
нуль, можно разными методами, например числен-
ными методами. 

 

 
Рисунок 5 – Нахождение передаточных отношений  

1optu  и 2optu  при минимизации целевой функции 

 вида (23). Вариант 1 
 

 

 

Рисунок 6 – График производной ( )1 2
2

,HM u u
u Σ
∂

∂
  

 
Определение значений оптимальных передаточ-

ных отношений 1optu  и 2optu , основанное на решении 

уравнения, полученного путем приравнивания к нулю 
производной целевой функции вида (23) по независи-
мой переменной 2u , реализованное в среде програм-

мы Mathcad, показано на рис. 7. 
Из приведенного фрагмента видно, что произ-

водная целевой функции вида (23) по независимой 
переменной 2u  представляет собой полином 5-го 

порядка относительно переменной 2u  (точнее дробь, 

числитель которой есть полином 5-го порядка, а зна-
менатель – полином 4-го порядка). В этом можно 
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убедиться воспользовавшись символьным процессо-
ром программы Mathcad (вывести в символьном виде 
формулу производной). 

 

 
 

Рисунок 7 – Нахождение передаточных отношений  

1optu  и 2optu  при минимизации целевой функции 

 вида (23). Вариант 2 
 

Сравнивая результаты, показанные на рис. 5 и 
рис. 7, можно увидеть небольшое их различие, обу-
словленное применением численных методов для 
реализации внутренних функций Minimize и Find 
программы Mathcad. 

Изменение положения минимума аналога сум-

марной массы HM Σ  вида (23) исследуемого замкну-
того планетарного механизма в зависимости от зна-
чения коэффициента HΠ  показано на рис. 8.  

Оптимальные значения передаточных отноше-
ний 1optu  и 2optu  для зависимостей, показанных на 

рис. 8, были найдены с помощью документа про-
граммы Mathcad (див. рис. 5). Получены следующие 
результаты: 1optu = 8,115, 2opt u = 3,327, 

H M ∑ = 1,112 при HΠ = 0,5; 1optu = 7,405, 

2opt u = 3,646, H M ∑ = 1,507 при HΠ = 1; 

1optu = 6,525, 2opt u = 4,138, H M ∑ = 2,207 при 

HΠ = 2. 

 
 

Рисунок 8 – Графики функции H 1 2( , )M u uΣ при  

различных значениях коэффициента HΠ  

 
С увеличением значения коэффициента HΠ  при 

неизменных значениях остальных параметров функ-
циональной зависимости вида (23) уменьшается зна-
чение передаточного отношения 1optu  и увеличивает-

ся значение передаточного отношения 2optu , а также 

возрастает значение аналога массы H 1 2( , )M u uΣ . 

 

 
Рисунок 9 – Графики функции H 1 2( , )M u uΣ при  

различных значениях коэффициента 
2Hn  

 
На рис. 9 показано влияние значения параметра 

2Hn  на положение минимума аналога суммарной 

массы HM Σ  вида (23). 
Оптимальные значения передаточных отноше-

ний 1optu  и 2optu  для зависимостей, показанных на 

рис. 9, были найдены так же, как и для зависимостей, 
показанных на рис. 8. В результате получены сле-
дующие результаты: 1optu = 6,388, 2opt u = 4,227, 

H M ∑ = 2,099 при 
2Hn = 4; 1optu = 6,525, 

2opt u = 4,138, H M ∑ = 2,207 при 
2Hn = 5; 

1optu = 6,638, 2opt u = 4,067, H M ∑ = 2,312 при 

2Hn = 6. 

С увеличением значения коэффициента 
2Hn  при 
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неизменных значениях остальных параметров функ-
циональной зависимости вида (23) увеличивается 
значение передаточного отношения 1optu  и уменьша-

ется значение передаточного отношения 2optu , а так-

же возрастает значение аналога массы H 1 2( , )M u uΣ . 

Влияние на положение минимума аналога сум-

марной массы HM Σ  вида (23) в зависимости от зна-
чения числа сателлитов k  показано на рис. 10. 

 

 
Рисунок 10 – Графики функции H 1 2( , )M u uΣ  
при различных значениях числа сателлитов k  

 
Оптимальные значения передаточных отноше-

ний 1optu  и 2optu  для зависимостей, изображенных на 

рис. 10, были найдены так же, как и для зависимо-
стей, показанных на рис. 8, 9. Были получены сле-
дующие результаты: 1optu = 6,676, 2opt u = 3,985, 

H M ∑ = 3,204 при k = 2; 1optu = 6,525, 2opt u = 4,138, 

H M ∑ = 2,207 при k = 3; 1optu = 6,429, 2opt u = 4,2 

H M ∑ = 1,594 при k = 5.  

Увеличение значения числа сателлитов k  при 
неизменных значениях остальных параметров функ-
циональной зависимости вида (23) приводит к умень-
шению значения передаточного отношения 1optu  и 

увеличению значения передаточного отношения 2optu , 

а также к уменьшению значения аналога массы 

H 1 2( , )M u uΣ . С ростом числа сателлитов k  наблюда-

ется смещение положения минимума функции 

H 1 2( , )M u uΣ в сторону верхней границы диапазона 

возможных значений передаточного отношения 2u . 

Изгибная прочность. Условие изгибной проч-

ности для внешних зацеплений a g-i iZ Z  ( 1,2i = ) 

замкнутого планетарного механизма, образованного 
из двух одновенцовых простых планетарных меха-

низмов типа AI , записывается в виде 
 

( )a F Fβ Fv FS a2
a d

FP

2
i

i

i i ii
i i

i

M K K Y Z
b d

k σ

Ω
≥ .                 (26) 

 

С учетом формулы (26) представим следующее 
отношения в виде 

 
( )
( )

1 2

2 1

2
1 а1 2 a1 F1 Fβ Fv FS FP1 a1 a1 1

2
2 a2 a2 2 а2 1 a2 F2 Fβ Fv FS FP2

М k Z K K Yb d

b d М k Z K K Y

ρ σρ
ρ ρ σ

Ω
=

Ω
. (27) 

Различие в изгибной прочности внешних зацеп-
лений a g-i iZ Z  замкнутого планетарного механизма 

определяем коэффициентом разнопрочности FΠ  по 

формуле 

 
( )
( )

Fβ FvFSFP 1
F

FS FP Fβ Fv12 2

K KY

Y K K

σ
σ

   
Π =    

  
. (28)

С учетом формулы (28) и выражения для отно-
шения модулей моментов a1 a2 2 21M M p u= + = , 

получим 

 
2

1 a1 a1 1 2 a1 F1
2 F2

2 1 a2 F22 a2 a2

b d k Z
u

k Zb d

ρ ρ
ρρ

Ω
= Π

Ω
. (29)

Формулу (11) с учетом формулы (29) преобразу-
ем к виду 

 ( )

( )

2

2
g222 2

F a2 2 2
a2

2
2b2 1 2 a1 F12

2 H 2
a2 2 1 a2 F2

2
2g1 b11

F 1 1
a1 a1

2
1

4 2

1
4

2
1 1

2

a

b u
M b d k

b

b k Zu
u n u

b k Z

b bu
k u

b b

πρ

ρ
ρ

Σ

 − 
= + +   

 Ω
+ − + + × Ω

 − 
 Π + + −    

 (30)

Введем коэффициент массы F2C  при расчете на 

изгибную прочность внешнего зубчатого зацепления 
дифференциала a2 g2-Z Z  

 

( )

( )

2

2

2

2

2
F2 Fβ Fv F2 a2 a22

2
Fβ Fv F2 a22

2

2

FS

FP

FS

FP

Y
C K K Z M

Y
K K Z Mδ

πρ
σ

πρ
σ

 
= Ω = 

 
 

 
= Ω 

 
 

 (31)

В формуле (31) учтено соотношение между мо-
дулями моментов a2M  и Mδ , которое было исполь-

зовано при выводе формулы (29). 
С учетом формулы (31) перепишем формулу (30) 

к безразмерному виду (аналогу массы) 

( )

( )

2

2
g2a2F 2

F 2
F2 a22

2
2b2 1 2 a1 F12

2 H 2
a2 2 1 a2 F2

2
2g1 b11

F 1 1
a1 a1

2
1

2

1   
4

2
1 1

2

bZM u
M k

C bk U

b k Zu
u n u

b k Z

b bu
k u

b b

γδ

ρ
ρ

Σ
Σ

 − 
= = + +   

 Ω
+ − + + × Ω

 − 
 Π + + −    

(32) 

Выполним анализ возможных случаев (пред-

. 

. 

. 
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ставлений записи) для формулы (32), как это было 
сделано применительно к формуле (19). 

Условиям (20) будет соответствовать следующее 
представление формулы аналога суммарной массы 

FM Σ  исследуемого замкнутого планетарного меха-
низма: 

 ( )

( )

2

2
a2 2

F 2
2

2
2 1 2 a1 F12

2 H 2
2 1 a2 F2

2
21

F 1 1

2
1

2

1   
4

2
1 1

2

Z u
M k

k U

k Zu
u n u

k Z

u
k u

γδ

ρ
ρ

Σ
 − 
= + +   

 Ω
+ − + + × Ω

 − 
 Π + + −    

 (33)

Если все зубчатые колеса изготовлены из одного 
и того же материала, т.е. имеет место равенство 

1 2ρ ρ ρ= = , то выражение (32) будет иметь вид 

 ( )

( )

2

2
a2 2

F 2
2

2
2 2 a1 F12

2 H 2
1 a2 F2

2
21

F 1 1

2
1

2

1   
4

2
1 1

2

Z u
M k

k U

k Zu
u n u

k Z

u
k u

γδ
Σ

 − 
= + +   

 Ω
+ − + + × Ω

 − 
 Π + + −    

 (34)

В случае, когда выполняется условие равенства 
сателлитов, т.е. 1 2k k k= = , которое приводит к ра-

венству F F1 F2Ω = Ω = Ω , получим следующее пред-

ставление аналога массы FM Σ : 

 ( )

( )

2

2
a2 2

F

2
2 2

2 H Z 2

2
21

F 1

2
1

2

1   
4

2
1 1

2

Z u
M k

k U

u
u n u

u
k u

γδ
Σ

 − 
= + +   


+ − + + Π ×



 − 
 Π + + −    

, (35)

где a1
Z

a3

Z

Z
Π =  – коэффициент, характеризующий 

различие значений чисел зубьев солнечных колес 
замкнутого планетарного механизма. 

На рис. 11 показан график зависимости вида 
(35), построенный при следующих значениях пара-

метров: *
γδ 26U = − ; 3k = ; 

2H 5n = ; a2 18Z = ; Z 1Π = ; 

F 2Π = . Независимая переменная 2u  изменялась в 

диапазоне [ ]2 2,11u ∈ . 

Как видно из графика, изображенного на рис. 11, 

положение минимума функции ( )F 1 2,M u uΣ  смещено 

ближе к правой границе диапазона возможных значе-

ний передаточного отношения простого планетарного 

механизма типа AI  с числом сателлитов, равным 3. 
Заметим, что с ростом числа сателлитов k указанная 
граница уменьшается [1]. 

 

 
 

Рисунок 11  – График функции ( )F F 1 2,M M u uΣ Σ=  

 
Функциональная зависимость вида (35) в диапа-

зоне изменения передаточного отношения [ ]2 2,11u ∈  

имеет точку минимума и является непрерывной 
функцией. При 2 0u →  функция вида (35) стремится 

к +∞ , т.е. при 2 0u =  эта функция имеет разрыв. 

Оптимальное значение передаточного отноше-
ния 2optu , при котором значение функции аналога 

массы вида (35) будет минимальным, определялось 
таким же самым методом (способом), как и при ми-
нимизации функции вида (23).  

На рис. 12 показан фрагмент документа про-
граммы Mathcad для решения задачи по определению 
оптимальных значений передаточных отношений 

1optu  и 2optu , минимизирующих функцию аналога 

массы вида (35).  
Определение значений оптимальных передаточ-

ных отношений 1optu  и 2optu , основанное на решении 

уравнения, полученного путем приравнивания к нулю 
производной целевой функции вида (35) по независи-
мой переменной 2u , можно выполнить также в среде 

программы Mathcad, как это показано на рис. 7.  
График производной целевой функции вида (35) 

по переменной 2u , построенный при изменении неза-

висимой переменной в диапазоне [ ]2 2,11u ∈ , показан 

на рис. 13. Данный график был получен при значени-
ях параметров, которые были приняты для построе-
ния графика, изображенного на рис. 11.  

Целевая функция вида (35) имеет шесть пара-
метров: k ; Uγδ ; 

2Hn ; a2Z ; ZΠ ; FΠ . Численные 

значения этих параметров влияют на положение ми-
нимума функции вида (35).  

Влияние на положение минимума аналога сум-

марной массы FM Σ  вида (35) в зависимости от значе-
ния числа сателлитов k  показано на рис. 14. 

Оптимальные значения передаточных отноше-

. 

. 

, 
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ний 1optu  и 2optu  для зависимостей, изображенных на 

рис. 14, были найдены документом программы Math-
cad, показанным на рис. 12. Получены следующие 
результаты: 1optu = 3,793, 2opt u = 7,117, 

F M ∑ = 91,052 при k = 2; 1optu = 3,723, 2opt u = 7,252, 

F M ∑ = 64,816 при k = 3; 1optu = 3,625, 2opt u = 7,448 

F M ∑ = 43,718 при k = 5.  
 

 
Рисунок 12 – Нахождение оптимальных значений 1optu   

и 2optu  при минимизации целевой функции  

вида (35). Вариант 1 
 

 

Рисунок 13 – График производной ( )F 1 2
2

,M u u
u Σ
∂

∂
  

 
Увеличение значения числа сателлитов k  при 

неизменных значениях остальных параметров функ-
циональной зависимости вида (35) приводит к 
уменьшению значения передаточного отношения 

1optu  и увеличению значения передаточного отноше-

ния 2optu , а также к уменьшению значения аналога 

массы F 1 2( , )M u uΣ . 
 

 
Рисунок 14 – Графики функции F 1 2( , )M u uΣ при различных 

значениях числа сателлитов k  
 
Изменение числа сателлитов k  оказывает одно и 

тоже влияние на минимизацию целевых функций (23) 
и (35) соответственно. 

 

 
Рисунок 15 – Графики функции F 1 2( , )M u uΣ   

при различных значениях коэффициента FΠ  

 
Изменение положения минимума аналога сум-

марной массы FM Σ  вида (35) в зависимости от значе-
ния коэффициента FΠ  показано на рис. 15. С помо-

щью программного документа (см. рис. 12) были полу-
чены следующие результаты: 1optu = 4,545, 

2opt u = 5,94, F M ∑ = 43,988 при FΠ = 1; 1optu = 3,723, 

2opt u = 7,252, F M ∑ = 64,816 при FΠ = 2; 

1optu = 3,336, 2opt u = 8,094 F M ∑ = 80,844 при FΠ = 3. 

С увеличением значения коэффициента FΠ  при 

неизменных значениях остальных параметров функ-
циональной зависимости вида (35) уменьшается зна-
чение передаточного отношения 1optu  и увеличивает-

ся значение передаточного отношения 2optu , а также 

возрастает значение аналога массы F 1 2( , )M u uΣ . 

Изменение значения коэффициента FΠ  оказыва-
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ет такое же влияние на минимизацию целевой функции 
(35), как и на минимизацию целевой функции (23). 

На рис. 16 показано влияние значения коэффи-
циента ZΠ  на положение минимума аналога суммар-

ной массы FM Σ  вида (35). 
 

 
Рисунок 16 – Графики функции F 1 2( , )M u uΣ   

для различных значений коэффициента ZΠ  
 

С помощью программного документа (см. 
рис. 12) были получены следующие результаты: 

1optu = 4,545, 2opt u = 5,94, F M ∑ = 43,988 при 

ZΠ = 0,5; 1optu = 3,723, 2opt u = 7,252, F M ∑ = 64,816 

при ZΠ = 1; 1optu = 3,108, 2opt u = 8,687, 

F M ∑ = 94,412 при ZΠ = 2. 

С увеличением значения коэффициента ZΠ  при 

неизменных значениях остальных параметров функ-
циональной зависимости вида (35) уменьшается зна-
чение передаточного отношения 1optu  и увеличивает-

ся значение передаточного отношения 2optu , а также 

возрастает значение аналога массы F 1 2( , )M u uΣ . 
 

 
Рисунок 17 – Графики функции F 1 2( , )M u uΣ   

для различных значений параметра a2Z  
 
На рис. 17 показано влияние значения параметра 

a2Z  на положение минимума аналога суммарной 

массы FM Σ  вида (35). 
С помощью программного документа (рис. 12) 

были получены следующие результаты: 1optu = 3,723, 

2opt u = 7,252, F M ∑ = 43,21 при a2Z = 12; 

1optu = 3,723, 2opt u = 7,252, F M ∑ = 64,816 при 

a2Z = 18; 1optu = 3,723, 2opt u = 7,252, F M ∑ = 86,421 

при a2Z = 24. 

Анализ полученных результатов показал, что оп-
тимальные значения передаточных отношений 1optu  и 

2optu  не изменяются в зависимости от значения пара-

метра a2Z . Изменяется значение аналога суммарной 

массы FM Σ . Увеличение значения параметра a2Z  

приводит к возрастанию значения минимума аналога 

суммарной массы ( )F 1 2 ,M u u∑  и его уменьшению, 

если уменьшается значение параметра a2Z . 

Заметим, что символьный анализ формулы целе-
вой функции вида (35), выполненный в программе 
Mathcad, показывает, что параметр a2Z  является 

только общим множителем дробного выражения 
функции вида (35). Поэтому его значение не влияет 
на значения передаточных отношений 1optu  и 2optu . 

Этого нельзя сказать о передаточном отношении Uγδ . 

Его значение влияет на положение минимума целе-
вых функций (23) и (35). Однако, этот параметр в 
нашем исследовании является задаваемой величиной 
и не подлежит варьированию. 

Сравнительный анализ масс планетарных 
механизмов. Сравним массовые характеристики 
кинематических схем планетарных механизмов, обра-
зованных из двух простых планетарных механизмов 

типа AI , показанных на рис. 1 и рис. 18 соответст-
венно. 

Первая ступень планетарного механизма типа 

2× AI  (рис. 18) образована зубчатыми колесами, 
обозначения которых такие же, как и у зубчатых ко-
лес дифференциала замкнутого планетарного меха-
низма. Вторая ступень образована зубчатыми колеса-
ми, обозначения которых такие же, как и у зубчатых 
колес КЦЗ замкнутого планетарного механизма. 
Входной и выходной валы механизма обозначены 
символами γ  и δ  соответственно. 

Передаточные отношения сравниваемых меха-
низмов имеют разные знаки. Знак «–» – у замкнутого 
планетарного механизма и знак «+», соответственно, 
–  у рядно-планетарного. Обозначим эти передаточ-

ные отношения как γδ
jU , где индекс « j » указывает 

на номер кинематической схемы сравниваемых меха-
низмов. Механизму, показанному на рис. 1, соответ-
ствует индекс 1j = , а показанному на рис.18 – ин-

декс 2j = . Аналогично обозначим кинематические 

параметры простых планетарных механизмов типа 

AI  через j
ip  (индекс i  указывает на номер простого 

планетарного механизма). 

Если кинематические параметры j
ip  удовлетво-

ряют условиям 1 2
1 1p p=  и 1 2

2 2p p= , то получим 



 ISSN 2079-0775 

68 Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 2. 2021 

следующее уравнение  

 1 2
γδ γδ1U U= − . (36)

 
Рисунок 18 – Рядно–планетарный механизм  

типа 2× AI  
 
Функции аналогов массы при расчетах на кон-

тактную и изгибную прочность рядно-планетарного 

механизма типа 2× AI  достаточно подробно иссле-
дованы в работах авторов настоящей статьи. Вос-
пользуемся работой [3], в которой приводятся форму-
лы для аналогов массы данного механизма. 

Примем следующие допущения: 1 2k k k= = ; 

1 2M M Mn n n= = . Тогда выражение для функции ана-

лога массы при расчете на контактную прочность 
примет вид: 

 

( )

( )

2 2
1 1 2

H M
1

2 2
1 2 2

2 H M
2

2
1

2 42

(u 1) 2
1

1 2 4

u u u
M k n

k U u

u u
u k n

u

γδ
Σ

 − = + + +  −  

 − − 
 + Π + +  −   

   (37) 

 

В формуле (37) передаточные отношения первой 
и второй ступеней механизма обозначены как 1u  и 2u  

соответственно.  
С учетом принятых допущений, получим для 

функции аналога массы при расчете на изгибную 
прочность следующее выражение: 

 

 

2

1

2

2 2
a 1 2

F M

2 2
a 2 2

1 F M
a

2
1

2 4

2
1

2 4

Z u u
M k n

k U

Z u u
u k n

Z

γδ
Σ

 − = + + +  
 

 − 
 + Π + +    

.

 (38) 

В формуле (38) числа зубьев солнечных колес 
первой и второй ступеней механизма обозначены как 

2aZ  и 
1aZ  соответственно. В формулах (37), (38) 

имеется параметр, обозначенный через Mn  (коэффи-

циент приведения), физический смысл которого по-
ясняется в [1]. Коэффициенты HΠ  и FΠ  из этих 

формул имеют такой же самый смысл, как и в форму-
лах (23) и (33) соответственно. 

Формулы (23) и (37), а также (33) и (38) по своей 
структуре записи являются похожими. Однако, это 

разные математические модели суммарных масс ме-
ханизмов.  

Выполним анализ массовых характеристик (ана-
логов масс) при расчетах на контактную и изгибную 
прочность для вариантов конструкций сравниваемых 
механизмов. 

Чтобы сравнение было корректным, примем еще 
два дополнительных допущений. Первое – на выход-
ных валах механизмов действуют одинаковые момен-
ты, равные Mδ . Второе – несущая способность каж-

дого из механизмов определяется прочностью и дол-
говечностью внешнего зубчатого зацепления солнеч-
ного колеса и сателлита первого простого планетар-

ного механизма типа AI . Применительно к замкну-
тому планетарному механизму это зубчатое зацепле-
ние a2 g2-Z Z  дифференциала (рис. 1), а для рядно-

планетарного механизма – зацепление a2 g2-Z Z  

(рис. 18) первой ступени. 
Вариант 1. Модули передаточных отношений 

γδ
jU  имеют одно и тоже числовое значение, равное 

26. Это означает, что 1 1
1 2 27p p =  и 2 2

1 2 26p p = . Для 

параметров функций аналогов массы механизмов 
приняты следующие значения: 3k = ; 

2H 5n = ; 

M 5n = ; H 2Π = ; Z 1Π = ; F 2Π = ; 
2a 18Z = . 

На рис. 19 показаны графики аналогов массы 

при расчете на контактную прочность ( )H 1 2 ,M u u∑  

сравниваемых механизмов для рассматриваемого 
варианта. Положение минимумов сравниваемых ха-
рактеристик на рисунке показаны символами кружоч-
ка на соответствующих кривых. 

 

 
Рисунок 19 – Графики функции ( )Н Н 1 2,M M u uΣ Σ=  двух 

кинематических схем планетарных механизмов: 
1 – замкнутый планетарный механизм; 

2 – рядно-планетарный механизм типа 2× AI  
 
В качестве независимой переменной функций 

аналогов массы ( )Н 1 2,M u uΣ  сравниваемых механиз-

мов принята переменная 2u , соответствующая пере-

даточному отношению простого планетарного меха-

низма типа AI , на базе которого образован диффе-
ренциал замкнутого планетарного механизма. Для 

функции аналога массы ( )Н 1 2,M u uΣ  рядно-

планетарного механизма независимая переменная 2u  

будет уже рассматриваться как передаточное отноше-
ние первой ступени данного механизма, т.е. перемен-
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ной 1u  в формуле (37). 

Соотношения между независимой переменной 

2u  и аргументами функций аналогов массы 

( )Н 1 2,M u uΣ  приведены ниже: 

 

1
2

2 1 22
1 2

2

1
,  =1

var,  u ,  u  

,          =2 j

U
Uj

u u
u

u j

γδ
γδ

=

 −
= = =



, (39)

где 1, 2j =  – номер кинематической схемы сравни-

ваемых механизмов. 
Оптимальные значения передаточных отноше-

ний 1optu  и 2optu  для зависимостей, изображенных на 

рис. 19, определялись в среде программы Mathcad. 
Получены следующие результаты: 1optu = 6,525, 

2opt u = 4,138, H M ∑ = 2,207 для замкнутого плане-

тарного механизма; 1optu = 6,234, 2opt u = 4,171, 

H M ∑ = 9,26 для рядно-планетарного механизма.  
Из рис. 19 видно, что замкнутого планетарный 

механизм легче рядно-планетарного механизма. 
 

 
Рисунок 20 – Графики функции ( )F F 1 2,M M u uΣ Σ=  двух 

кинематических схем планетарных механизмов: 
1 – замкнутый планетарный механизм; 

2 – рядно–планетарный механизм типа 2× AI  
 
Графики аналогов массы при расчете на изгиб-

ную прочность показаны на рис. 20. Минимумы срав-
ниваемых характеристик на рисунке показаны симво-
лами квадратика на соответствующих кривых. 

Получены следующие результаты: 1optu = 3,723, 

2opt u = 7,252, F M ∑ = 64,816 для замкнутого плане-

тарного механизма; 1optu = 8,375, 2opt u = 3,104, 

F M ∑ = 81,463 для рядно-планетарного механизма. 
Из рис. 20 видно, что замкнутый планетарный 

механизм легче рядно-планетарного механизма, а 
также то, что эти характеристики пересекаются. По-
сле пересечения легче будет уже рядно-планетарный 
механизм. Однако, пересечение происходит на верх-
ней границе допустимого диапазона варьируемого 
передаточного отношения. 

Вариант 2. Передаточные отношения механиз-
мов удовлетворяют уравнению (36). Их значения 

равны 1
γδ 26U = −  и 2

γδ 27U = . Значения параметров 

функций аналогов массы механизмов такие же, как и 

в первом варианте. 
Оптимальные значения отношений 1optu  и 2optu  

для замкнутого планетарного механизма остались 
такими же, как м в первом варианте. Для рядно-
планетарного механизма найдены следующие значе-

ния: 1optu = 6,469, 2opt u = 4,174, H M ∑ = 9,292; 

1optu = 8,602, 2opt u = 3,139, F M ∑ = 82,663. 

Выводы. Построена математическая модель 
оценки суммарной массы замкнутого планетарного 
механизма, образованного двумя простыми планетар-

ными механизмами типа AI , учитывающая их струк-
турные схемы и условия контактной и изгибной 
прочностей внешних зубчатых зацеплений солнечных 
колес и сателлитов. Модель представляет собой па-
раметрическую функцию двух переменных, в качест-
ве которых приняты передаточные отношения про-

стых планетарных механизмов типа AI , определен-
ные для структурных схем, когда у таких механизмов 
эпициклы неподвижные, а входными и выходными 
звеньями являются соответственно солнечные колеса 
и водила. В качестве параметров модели выбраны 
следующие характеристики конструкций простых 

планетарных механизмов типа AI : числа сателлитов; 
коэффициенты приведения масс зубчатых колес и 
водила; коэффициенты неравнопрочности внешних 
зубатых зацеплений солнечных колес и сателлитов; 
число зубьев одного из солнечных колес и коэффици-
ент, характеризующий различие значений чисел зубь-
ев солнечных колес; характеристики материалов зуб-
чатых колес механизмов. 

Исследованы дифференциальные свойства и 
особенности параметрической оптимизации создан-
ных математических моделей в среде программы 
Mathcad. 

Выполнен сравнительный анализ параметриче-
ских моделей оценки масс замкнутого планетарного 
механизма и рядно-планетарного. Определены усло-
вия, когда оценки масс сравниваемых механизмов 
будут одинаковыми. 

При принятии соответствующих допущений ма-
тематическая модель оценки суммарной массы замк-
нутого планетарного механизма переходит в матема-
тическую модель оценки массы рядно-планетарного 
механизма. 

На основе результатов исследований моделей 
разработано алгоритмическое обеспечение методики 
оптимального проектирования по критерию мини-
мальной суммарной массы конструкции замкнутых 
планетарных механизмов, образованных из двух про-

стых планетарных механизмов типа AI , 
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