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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ И ЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
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ЗУБЧАТЫХ ЗАЦЕПЛЕНИЙ 

В статье представлен анализ существующих структурных схем синтеза плоских систем зубчатых зацеплений. На основании этого анализа 
предложена обобщающая структурная схема синтеза плоских систем зубчатых зацеплений. Эта схема включает возможные варианты синте-
за плоских зубчатых контуров и плоских исходных формообразующих контуров. На конкретном примере раскрыты особенности обобщен-
ной структурной унифицированной математической модели прямого и обратного формообразования сложнопрофильних цилиндрических 
зубчатых передач с использованием теории отображения аффинного пространства. 
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В статті представлений аналіз існуючих структурних схем синтезу плоских систем зубчатого з’єднання. На основі цього аналізу запропоно-
вано загальну структурну схему синтезу плоских систем зубчастих з’єднань. Ця схема включає можливі варіанти синтезу плоских зубчастих 
контурів і плоских вихідних формотворних контурів. На конкретному прикладі розкриваються особливості загальної структурної уніфікова-
ної математичної моделі прямого і зворотного формування складнопрофільних циліндричних зубчастих передач з використанням теорії ві-
дображення афінного простору. 
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PERFECTION OF MATHEMATICAL AND LOGICAL MODELS OF THEORETICAL SYNTHESIS  
OF THE TOOTHED LINKS OF THE FLAT SYSTEMS GEARS 

The article presents an analysis of existing structural schemes for the synthesis of flat systems of toothed gears. On the basis of this analysis a general-
ized structural scheme of the synthesis of flat systems of toothed gears is proposed. It is shown that the generalizing structural scheme of the synthesis 
includes the initial data, the elements of the initial profile (basic point coordinates, lines of lines and circles) of the links (initial form-forming profile, 
initial contour, initial shaping contour, workpieces of shaped contours, contour of conjugate gear wheels, set of initial producing contours ), as well as 
connections, constraints and conditions that ensure the task and shaping of the toothed contours. The article also presents a generalized geometric-
kinematic scheme for the shaping of a flat gearing, which includes a number of possible initial shaping contours, a number of possible contours of the 
preforms of the forming elements, many possible options for the relative installation of the links of the system, and a multitude of possible movements 
of the initial shaping link relative to the workpiece of the toothed gear. The structural generalized unified mathematical and logical models of the for-
mation of flat gear units are developed and presented in a matrix form. Examples and features of formation of flat gear units are given. 
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Постановка проблемы. В последние годы воз-
растает потребность в использовании сложнопро-
фильных высокоточных деталей машин. 

Одними из таких деталей являются цилиндриче-
ские зубчатые передачи и детали шлицевых соедине-
ний с постоянными углами наклона линии зуба и 
сложными, постоянными вдоль линии зуба, торцовы-
ми профилями зубьев, которые состоят из объединен-
ных отрезков различных линий. 

Появившееся в последние годы цилиндрические 
зубчатые передачи и детали шлицевых соединений с 
новыми видами зацеплений Новикова-Вильдгабера, 
передачи с несимметричными и модифицированными 
эвольвентными профилями, с синусоидальными, эво-
лютными, полигонными и др. профилями и, в тоже 
время, повышение требований к функциональным, ка-
чественным, эксплуатационным (контактная и изгиб-
ная прочность, долговечность), экономическим (сни-
жение себестоимости), экологическим (снижение 
уровня шума), массогабаритным и др. показателям 
цилиндрических зубчатых передач  требуют разработ-
ки более совершенных методик их теоретического 
синтеза, в том числе, обобщающих и унифицирован-

ных методик теоретического формообразования ци-
линдрических сложнопрофильных зубчатых передач. 
Эта проблема является важной и актуальной для воз-
рождающегося машиностроения Украины.  

Теоретическое формообразование таких сложно-
профильных цилиндрических зубчатых передач и де-
талей шлицевых соединений решается в рамках плос-
ких систем синтеза зубчатых зацеплений [1]. 

Следует учитывать, что по современным пред-
ставлениям плоская система синтеза цилиндрических 
зубчатых зацеплений является подсистемой более об-
щей системы синтеза зубчатых зацеплений, включа-
ющей весь жизненный цикл зубчатой передачи [2]. В 
данной статье рассматриваются вопросы, связанные с 
теоретическим синтезом цилиндрических зубчатых пе-
редач, профили которых постоянны вдоль линии зуба. 

Анализ литературы. Вопросы задания, математиче-
ского описания, теоретического формообразования, гео-
метро-кинематического синтеза зубчатых передач рассмат-
ривались в работах Ф.Л. Литвина, М.Л. Ерихова, Н.И. Кол-
чина, Г.А. Шевелёвой, М.Л. Новикова, В.П. Шишова, 
Э.Б. Вулгакова, В.Н. Севрюка, И.А. Болотовского, 
Н.Э. Тернюка, А.И. Павлова, П.Р. Родина, С.И. Лашнева, 
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М.И. Юликова, Ю.В. Цвиса, Б.А. Перепелицы, Д.Т. Ба-
бичева, А.Д. Баландина, В.С. Люкшина, С.П. Радзевича, 
В.Т. Портмана и др. ученых [1, 3 – 21]. 

На необходимость создания обобщенных (универ-
сальных) унифицированных математических моделей, 
алгоритмов и программ на ПЭВМ для компьютерного 
моделирования зубчатых и формообразующих зацепле-
ний различных классов, видов, типов и процессов их 
формообразования указывают многие ученные, работа-
ющие в области проектирования и производства зубча-
тых передач. Так проф. М.Л. Ерихов [3] пишет, что 
единственный путь сокращения огромного объема ана-
литической и иной работы при исследовании зубчатых 
зацеплений – "создание таких методов исследования, ко-
торые позволили бы получить единые расчётные зави-
симости и алгоритмы и, следовательно, единую програм-
му вычислений на ЭВМ для максимально широких сово-
купностей зубчатых зацеплений". Попытки создания 
обобщенных моделей (разной степени обобщения) теоре-
тического синтеза зубчатых и формообразующих зацеп-
лений предпринимались М.Л. Ериховым, Г.А. Шевелевой, 
Д.Т. Бабичевым, С.И. Лашневым, Ю.В. Цвисом, 
В.Т. Портманом и др. [3, 5, 17, 14, 15, 21]. Совершен-
ствование обобщенной унифицированной методики тео-
ретического синтеза систем плоских зубчатых зацепле-
ний позволит в будущем создать более совершенную си-
стему синтеза пространственных систем зубчатых за-
цеплений различных классов, видов и типов с учетом 
всех этапов жизненного цикла зубчатых передач [2]. 

Прежде чем разрабатывать обобщенную унифи-
цированную структурную математическую и логиче-
скую модель теоретического синтеза плоских систем 
зубчатых зацеплений необходимо разработать обоб-
щенную структурную схему (граф) синтеза плоских 
систем зубчатых зацеплений. 

Наиболее информативно сопряженную цилин-
дрическую зубчатую передачу необходимо задавать с 
использованием исходного формообразующего тела 
или исходного формообразующего контура, т.е. синтез 
формообразующего и рабочего зацепления взаимосвя-
заны и представляют единую систему зацепления. 

Эта система зацеплений может быть представле-
на в виде графа и определяет способ задания исход-
ных формообразующих контуров и сопряженных или 
соединенных в пару зубчатых контуров.  

Впервые обобщенная структурная схема теоре-
тического синтеза систем зубчатых передач была 
предложена проф. М.Л. Ериховым для решения во-
просов систематизации и классификации зубчатых за-
цеплений [3]. Для случая синтеза цилиндрических 
зубчатых передач с постоянным торцовым профилем 
вдоль линии зуба структурная схема, предложенная 
проф. М.Л. Ериховым, представлена на рис. 1. 

Основной и первой особенностью задания или 
формообразования цилиндрических зубчатых передач 
является тот факт, что их проектирование необходимо 
производить совместно для соединенных в пару зубча-
тых контуров цилиндрических зубчатых передач [1]. 
Следовательно, звеньями обобщенной системы теоре-
тического формообразования плоских систем зубчатых 
зацеплений должны быть два сопряженных или соеди-
ненных в пару контура зубчатых колес цилиндрической 
зубчатой передачи, что и изображено на рис. 1. 

 
Рис.1 – Обобщенная структурная схема теоретического син-
теза плоских систем зубчатых зацеплений по М.Л. Ерихову:  
ИФК1, ИФК2 –исходные формообразующие контура; КЗК1, 

КЗК2 – контура соединенных в пару зубчатых колес. 
Т – точка, Л – линия 

Эти контура могут быть сопряженными (обкатны-
ми) образующими цилиндрическую зубчатую передачу с 
линейным контактом, не сопряженными (не обкатными) 
образующие зубчатую передачу с теоретически точеч-
ным контактом и частично сопряженными, т.е. имею-
щими теоретически не контактирующие отрезки профи-
лей главных боковых поверхностей зубьев или отрезки 
модификации. Еще одной особенностью соединенных в 
пару зубчатых контуров цилиндрической зубчатой пере-
дачи является наличие в соединенных контурах ради-
альных и боковых зазоров). Без боковых зазоров зубча-
тую передачу называют номинальной. 

Второй особенностью проектирования соединен-
ных в пару контуров цилиндрических зубчатых пере-
дач является задание этих контуров, как правило, 
формообразованием исходными формообразующими 
контурами, которые также являются звеньями систе-
мы синтеза плоских зацеплений, а линии между зве-
ньями обозначают прямые и обратные геометро-
кинематические связи между ними (см. рис. 1). 

Необходимость теоретического формообразова-
ния контуров цилиндрических зубчатых колес переда-
чи исходными формообразующими контурами объяс-
няется рядом причин, а именно: 

– первой причиной является наличие цилиндри-
ческих зубчатых передач, торцовые профили которых 
не обкатные (передачи Новикова–Вильдгабера), а 
также наличие на профилях контуров зубьев цилин-
дрических передач с линейным контактом не контак-
тирующих отрезков или отрезков модификации, кото-
рые невозможно теоретически формообразовать (ме-
тодом центроидного обката с постоянным отношени-
ем угловых скоростей) контуром второго зубчатого 
колеса, а можно формообразовать исходным формо-
образующим контуром или модифицированным ис-
ходным формообразующим контуром; 

– второй причиной является то, что контура исход-
ных формообразующих звеньев для формообразования 
контуров наиболее распространенных цилиндрических 
зубчатых передач с эвольвентным профилем и профилем 
Новикова-Вильдгабера выбирают, как правило реечны-
ми, т.е. более простыми (состоящими из объединенных 
отрезков прямых линий и окружностей) чем контура 
зубчатых колес передачи, и их проще задать чисто тео-
ретическим методом и проще математически описать.  

– третьей причиной является нормализация и 
унификация, как зубчатых передач, так и сложнопро-
фильных зубообрабатывающих инструментов, т.к. ис-
ходные формообразующие контура являются зачастую 
прототипами зубообрабатывающих инструментов. 
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Объединив все существующие схемы синтеза в 
одну систему зацеплений М.Л. Ерихов создал систему 
универсальной классификации, как зубчатых зацепле-
ний, так и способов их формообразования [3]. 

Основным классификационным признаком си-
стемы является наличие точечного или линейного 
контакта между звеньями системы. Предложенная си-
стема зацеплений, во-первых, учитывает технологиче-
ские свойства зацеплений (используя ИФК как прото-
тип зубообрабатывающего инструмента), что явилось 
решающим фактором для совершенствования техно-
логии производства зубчатых передач [3]. 

Во-вторых, эта система является обобщающей, 
т.е. включает все существующие и несуществующие 
плоские системы синтеза зубчатых зацеплений. 

И, в-третьих, она является непротиворечивой, т.е. 
она может развиваться, уточняться, но принципиально 
никогда не изменится. Это доказывает М.Л. Ерихов при 
разработке классификации зубчатых зацеплений [3]. 

Полностью соглашаясь с его утверждением, следу-
ет отметить, что для разработки логической и обобщен-
ной математической модели формообразования звеньев 
системы плоских зубчатых зацеплений предложенную 
систему зубчатых зацеплений М.Л. Ерихова все-таки 
необходимо уточнить и дополнить. 

Если М.Л. Ерихов ставил своей целью ответить 
на вопрос, могут ли существовать системы зацеплений 
с лучшими, чем у известных, свойствами, а также про-
гнозировать эти свойства для неизвестных в данное 
время систем зацеплений, то мы расширим цель наших 
исследований с точки зрения улучшения качественных 
характеристик сопряженных зубчатых колес, в том 
числе модифицированных, и повышения эффективно-
сти производства зубчатых передач. Для этого рас-
смотрим существующие структурные схемы теорети-
ческого синтеза цилиндрических зубчатых передач.  

На практике при формообразовании сопряженных 
контуров цилиндрических зубчатых передач используют 
исходные формообразующие реечные контура, которые 
задаются, как контршаблоны исходных реечные конту-
ров, с обеспечением радиальных зазоров между высту-
пами исходных реечных контуров и впадинами исход-
ных формообразующих реечных контуров. Исходные 
зубчатые контура являются представителями данного 
класса цилиндрических зубчатых передач. Исходными 
зубчатыми контурами для цилиндрических зубчатых ко-
лес с внешними зубьями и открытыми венцами, как пра-
вило, является исходные зубчатые реечные контура (т.е. 
зубчатые контура с бесконечным числом зубьев) или для 
зубчатых колес с внутренними зубьями исходные диско-
вые зубчатые контура. Исходные реечные контура, так-
же, как и исходные формообразующие реечные контура, 
в общем случае являются различными для каждого зуб-
чатого контура цилиндрической зубчатой передачи. Од-
нако, в частном случае, они могут быть идентичными 
для двух сопряженных контуров цилиндрической зубча-
той передачи. Следовательно, исходные контура также 
должны быть звеньями обобщающей системы теорети-
ческого формообразования контуров цилиндрических 
зубчатых передач. Сами исходные формообразующие 
контура задаются, как чередующиеся вдоль делительной 
линии исходные формообразующие профили. Следова-
тельно, исходные формообразующие профили также яв-
ляются звеньями плоской системы зубчатых зацеплений. 

Звеньями системы зубчатых зацеплений должны 
быть и контура заготовок формообразуемых зубчатых 
контуров (рис. 2). 

 
а                                                       б 

Рис. 2 – Контура заготовок цилиндрической зубчатой передачи: 
а – заготовка зубчатого реечного контура; 
б – заготовка зубчатого дискового контура 

Структурная схема синтеза эвольвентных цилиндри-
ческих зубчатых передач внешнего зацепления с единым 
стандартным исходным контуром представлена на рис. 3. 

 
Рис. 3 – Структурная схема формообразования эвольвентной ци-
линдрической зубчатой передачи внешнего зацепления с исполь-

зованием единого стандартного исходного реечного контура:  
ИФП – исходный формообразующий профиль; ИК – исход-
ный реечный контур; ИФК- исходный формообразующий 

реечный контур; ЗФК1, ЗФК2 – заготовки формообразуемых 
зубчатых контуров; КЗК1, КЗК2 – контура сопряженных 

эвольвентных зубчатых передач 

Как видно из рис. 3, для эвольвентных цилиндриче-
ских колес может быть определен единый исходный ре-
ечный контур для целого семейства сопряженных эволь-
вентных цилиндрических зубчатых колес. Причем ли-
нейные параметры исходного контура пропорциональ-
ны модулю. Использование для формообразования ци-
линдрических передач стандартного исходного контура 
значительно ограничивается область существования 
эвольвентной цилиндрической зубчатой передачи [8]. 

Структурная схема теоретического формообразо-
вания эвольвентных цилиндрических зубчатых колес с 
единым стандартным исходным контуром (см. рис. 3.) 
включает исходные данные, элементы исходного про-
филя (координаты базовых точек, отрезки прямых и 
окружностей) звенья (исходный формообразующий 
профиль, исходный контур, исходный формообразу-
ющий контур, заготовки формообразуемых контуров, 
контура сопряженных зубчатых колес), а также связи, 
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ограничения и условия обеспечивающие задание и 
формообразование зубчатых контуров. 

Связями системы являются связи между пара-
метрами установки контуров, а также связи между па-
раметрами движения контуров. 

Ограничениями системы, которые задаются в ис-
ходных данных, являются ограничения по толщине на 
диаметре выступов контуров, по ширине на граничном 
диаметре впадин контуров по качественным показате-
лям зацепления контуров (приведенные радиусы кри-
визны, скорости скольжения и др.) зубчатой передачи. 

Процессами системы теоретического формообра-
зования цилиндрических эвольвентных зубчатых пе-
редач являются теоретическое задание исходного 
формообразующего профиля, задание исходных и ис-
ходных формообразующих контуров и процессы фор-
мообразования контуров остальных звеньев системы, 
а также процессы анализа и синтеза соединенных кон-
туров цилиндрической зубчатой передачи. Связи и 
процессы на структурной схеме обозначены линиям. 
Для реализации методик необходимы методики, алго-
ритмы, программы на ПЭВМ. 

Структурная схема формообразования эволь-
вентных цилиндрических зубчатых колес внутреннего 
зацепления с применением реечного и дискового ис-
ходных формообразующих зубчатых контуров пред-
ставлена на рис. 4. 

 
Рис. 4 – Структурная схема формообразования эвольвентной 
цилиндрической зубчатой передачи внутреннего зацепления 

с использованием стандартного исходного реечного  
и дискового контуров 

Структурная схема формообразования эволь-
вентных сопряженных контуров цилиндрических зуб-
чатых колес без стандартных исходных контуров, но с 
использованием исходных формообразующих профи-
лей по Э.Б. Вулгакову представлена на рис. 5. 

Оригинальный метод синтеза зубчатых зацепле-
ний с точечным контактом предложил М.Л. Новиков, 
на основе задания контактной линии траекторией 
движения контактной точки в неподвижной системе 
координат через эту линию затем проводятся отсеки 
не обкатных поверхностей. Этот метод позволил со-
здать косозубые цилиндрические зубчатые передачи с 
выпукло-вогнутыми профилями большей, по сравне-
нию с эвольвентными, нагрузочной способностью [6]. 
Структурная схема формообразования эвольвентных 

сопряженных контуров цилиндрических зубчатых ко-
лес зацепления Новикова представлена на рис. 6. 

 
Рис. 5 – Структурная схема формообразования  

эвольвентных сопряженных контуров  
цилиндрических зубчатых колес по Э.Б. Вулгакову 

 
Рис.6 – Структурная схема формообразования эвольвентных 

сопряженных контуров цилиндрических зубчатых колес  
зацепления Новикова 

Анализируя существующие структурные схемы 
задания и формообразования звеньев системы можем 
констатировать, что обобщенная структурная схема 
синтеза плоских систем цилиндрических зубчатых за-
цеплений должна состоять из исходных данных, эле-
ментов, звеньев, процессов задания и формообразова-
ния звеньев и связей между звеньями. 

Исходные формообразующие контура цилиндри-
ческих зубчатых передач в научной и технической ли-
тературе называют исходным производящими или ис-
ходными инструментальными контурами. Однако, на 
наш взгляд, эти понятия следует уточнить и разделить. 
Так, для реального формообразования одного и того же 
контура цилиндрического зубчатого колеса можно ис-
пользовать множество однотипных (например, рееч-
ных) ИФК и выбор из этого множества за прототип ин-
струмента одного ИФК (для неперетачиваемых) или 
части множества ИФК, которое может быть принято за 
прототип и реализовано (в результате переточек) в од-
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ном зуборезном инструменте представляет собой от-
дельную задачу технологического формообразования. 
Но, задача определения множества ИФК которые мож-
но реализовать при теоретическом формообразовании 
уже заданных зубчатых контуров передачи решается в 
рамках системы теоретического формообразования. 

Поэтому исходными формообразующими конту-
рами (ИФК) мы будем называть контура, которые ис-
пользуются чисто для теоретического формообразова-
ния контуров цилиндрических зубчатых колес, а ис-
ходными производящими контурами (ИПК) мы будем 
называть контура которые являются прототипами зубо-
обрабатывающих инструментов и которые определя-
ются при решении прямой задачи формообразования 
[13]. В частном случае ИФК и ИПК могут совпадать. 
Поэтому исходные, исходные формообразующие и ис-
ходные производящие контура должны быть отдель-
ными звеньями формообразующей плоской системы 
теоретического формообразования зубчатых контуров. 

Итак, проведенный анализ показывает, что обобщен-
ная структурная схема теоретического синтеза системы 
зубчатых контуров цилиндрических зубчатых передач с 
теоретически точечным и с теоретически линейным кон-
тактом должна включать следующие элементы и звенья: 

– исходные данные; 
– библиотеку кинематических линий; а также ли-

ний, полученных специальным расчетом [12, 23]; 
– исходные формообразующие профили; 
– исходные контуры;  
– исходные формообразующие контуры; 
– множества исходных производящих контуров, 

которые возможно реализовать в оном исходном ин-
струментальном теле; 

– контуры заготовок зубчатых звеньев (ЗЗК); 
– контуры цилиндрической зубчатой передачи (КЗК). 
Прямые и обратные связи между звеньями явля-

ются связями между параметрами установки звеньев и 
параметрами относительного движения, а также свя-
зями, обеспечивающими формообразование и сопря-
жение звеньев [13].  

Анализ существующих способов теоретического 
синтеза цилиндрических зубчатых передач с произ-
вольным, но постоянным вдоль оси зубчатого колеса 
профилем главной боковой поверхности показывает, 

что не все способы теоретического синтеза цилиндри-
ческих передач рассмотрены с достаточной полнотой, 
прежде всего, из-за отсутствия более детальной обоб-
щенной структурной схемы ее теоретического задания 
и формообразования, ее обобщенной кинематической 
схемы, а также отсутствием обобщенной унифициро-
ванной программно-реализованной математической и 
логической моделей формообразования. Наличие в 
структурной схеме синтеза плоских систем зубчатых 
зацеплений исходного производящего контура связы-
вает эту систему с технологической системой синтеза. 
Однако технологическая система синтеза зубчатых за-
цеплений и ее взаимосвязь с теоретической требует от-
дельного детального рассмотрения в рамках формообра-
зующе-производящей системы зубчатых зацеплений [2]. 

Обобщенная структурная схема синтеза плоских 
систем зубчатых зацеплений в нашей трактовке опре-
деляет структурные схемы задач, которые необходимо 
решить при синтезе, а классификация обобщенной 
структурной схемы представляет множество возмож-
ных вариантов синтеза [22]. 

Более совершенная обобщенная структурная схе-
ма синтеза плоских систем зубчатых зацеплений явля-
ется предпосылкой для создания обобщенной геометро-
кинематической и обобщенной структурной унифициро-
ванной математической модели формообразования. 

Обобщающая геометро-кинематическая схема 
формообразования – это множество возможных ИФК, 
множество возможных вариантов движения исходного 
формообразующего контура относительно неподвижно-
го контура заготовки в системе координат контура заго-
товки при формообразовании зубчатых контуров про-
фильным методом, методом следа, методом касания, ме-
тодом центроидного и внецентроидного обката. Вариан-
ты представления кинематических схем формообразова-
ния в технической литературе представлены на рис. 7. 
Существующие в технической литературе кинематиче-
ские схемы формообразования обычно обозначают аб-
солютные движение исходного формообразующего кон-
тура и контура заготовки в своих собственных системах 
координат (см. рис. 7, а) [1]. Проф. П.Р. Родин предло-
жил представлять геометро-кинематическую схему фор-
мообразования, изображенную на рис. 7, б [13]. 

 
а             б          в 

Рис. 7 – Геометро-кинематические схемы движения исходных формообразующих контуров (ИФК) и контуров заготовок (КЗ) 
при формообразовании КЗ: а – обозначение абсолютных вращательных движений ИФК и контура заготовки в собственных 
системах координат; б – обозначение двух вращательных движений ИФК относительно неподвижного контура заготовки по 
П.Р. Родину; в – обозначение двух вращательных движений ИФК относительно неподвижного контура заготовки, согласно 

теории отражения аффинного пространства [16] 



 ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету "ХПІ". 
80 Серія: Машинознавство та САПР, №25 (1301) 2018 

Однако, как доказал проф. Б.А. Перепелица, пред-
ставление обобщенной структурной геометро-
кинематической схемы формообразования сложно-
профильных зубчатых контуров (см. рис.7, в) и разра-
ботка их обобщенной структурной унифицированной 
математической модели формообразования наиболее 
информативно возможно представить благодаря ши-
роким возможностям математического аппарата мно-
гопараметрических отображений аффинного про-
странства, позволяющего структурно описывать гео-
метрические объекты и их относительные движения 
любой сложности [16].  

Цель и задачи работы. Целью данной работы 
является совершенствование обобщенной унифициро-
ванной программно-реализованной математической 
модели формообразования звеньев плоских систем 
зубчатых зацеплений, профили которых состоят из 
множества объединенных отрезков различных линий 
и включают точки излома. 

Для достижения поставленной цели необходимо 
решить следующие задачи: 

1. Совершенствовать обобщенный граф задания 
и формообразования звеньев плоских систем зубчатых 
зацеплений. 

2. Разработать обобщенную унифицированную 
программно-реализованную методику задания и ма-
тематического описания исходных формообразующих 
профилей, в том числе модифицированных. 

3. Определить классификационные признаки и 
классифицировать исходные формообразующие профиля. 

4. Разработать программно-реализованную методи-
ку задания и математического описания исходных конту-
ров, исходных формообразующих и исходных произво-
дящих контуров, контуров зубчатых колес. 

5. Разработать обобщенную геометро-кинемати-
ческую схему формообразования зубчатых звеньев и 
обобщенную унифицированную программно-реализо-
ванную математическую модель относительных дви-
жений формообразующих звеньев плоских систем 
зубчатых зацеплений. 

6. Разработать программно-реализованную обоб-
щенную унифицированную математическую модель 
прямого и обратного формообразования звеньев плос-
ких систем зубчатых зацеплений. 

7. Представить известные кинематические схе-
мы формообразования зубчатых контуров и их мате-
матические модели, как частные варианты обобщаю-
щей схемы формообразования и частные варианты 
обобщающей структурной унифицированной матема-
тической модели формообразования. 

8. Определить особенности логические связи 
при формообразовании особыми точками излома про-
филя и при наличии подрезания профиля. 

Основная часть. Как показал анализ, обобщен-
ный граф системы теоретического синтеза плоских 
зубчатых зацеплений включает исходные данные, эле-
менты и звенья системы, процессы и математические 
модели задания и формообразования звеньев системы, 
связи между элементами и звеньями.  

Исходные данные включают число зубьев, мо-
дуль, окружной, линейный или нормальный шаг, ба-
зовые точки и линии при задании профиля, переда-
точные отношения между звеньями, параметры ис-

ходного контура, геометро-кинематические ограниче-
ния и др. условия формообразования. Элементами си-
стемы являются базовые точки и их координаты, от-
резки линий, составляющих профиль. 

На основании вышеприведенного анализа граф 
уточненной обобщенной структурной схемы теорети-
ческого формообразования плоских систем зубчатых 
зацеплений можно представить рис. 8. 

 
Рис. 8 – Обобщенный граф формообразующей системы 

плоских зубчатых зацеплений (ФСЗ):  
ИПК – множество исходных производящих контуров 

Приведенный на рис. 8 обобщенный граф задания и 
формообразования звеньев плоских систем зубчатых за-
цеплений отличается от существующих схем более вы-
соким уровнем обобщения, т.е. максимально возможным 
количеством звеньев и функционально-логических свя-
зей между ними, наличием библиотеки плоских кинема-
тических линий, заданием полного профиля исходных 
формообразующих профилей, разделением контуров на 
формообразующие чисто теоретические и производящие 
(прототипы зуборезных инструментов). 

Линии между звеньями плоской системы зубча-
тых зацеплений означают прямые и обратные функ-
ционально-логические связи между звеньями, опреде-
ляющие наличие точечного и линейного контакта, па-
раметры относительной установки и относительного 
движения звеньев, метод формообразования (обката, 
следа, копирования) и другие геометро-кинематические 
условия взаимодействия звеньев при формообразова-
нии. Обобщенная схема позволит задать множество 
частных схем (вариантов) задания и формообразова-
ния плоских систем зубчатых зацеплений 

К каждому из элементов ИФП предъявляются 
различные требования к закону изменения их диффе-
ренциальных характеристик в соответствии с их 
функциональными назначениями. Поэтому для воз-
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можности выбора оптимального или рационального 
отрезка для каждого элемента ИФП нам необходимо 
задать библиотеку кинематических линий. 

Обобщенное унифицированное математическое 
описание множества плоских кинематических линий, 
включая используемые в настоящее время, может 
быть компактно представлено в матричном виде с 
применением теории многопараметрического отобра-
жения аффинного пространства [23]. Плоская линия 
как траектория движения точки может быть представ-
лена многопараметрическим ее отображением и урав-
нениями связи между параметрами. 

Обобщенное матричное уравнение полного ИФП 
запишется как объединение кусочно-заданных функ-
ций (3), т.е. [25]: 

п п1 п2 п п
... ... ,

i Kr r r r rm m m m m                   (1) 

где   – знак объединения;  
 K – количество объединенных кусочно-заданных 
функций (элементов ИФП).  

Как показал анализ [25], независимые параметры 
в каждой из кусочно-заданных функций, объединен-
ных в ИФП различные и в точках объединения изме-
няются не непрерывно, что усложняет составление 
программ на ПЭВМ и увеличивает время расчета. По-
этому была разработана методика приведения мат-
ричных уравнений всех объединенных отрезков кине-
матических линий, составляющих профиль, к одному 
независимому параметру изменяющегося непрерывно 
при переходе от одного отрезка к другому [25]. 

Преимущество такого математического описания 
нескольких объединенных кусочно-заданных функций 
с одним, изменяющимся непрерывно, независимым па-
раметром состоит в том, что при составлении програм-
мы на ПЭВМ, например, в системе Mathcad, можно опе-
рировать одной функцией. Например, дифференциро-
вать не каждый отрезок линии в отдельности, а весь кон-
тур, что позволяет понизить вероятность ошибки при 
написании программы и уменьшить время расчетов. 

Для синтеза плоских систем зубчатых зацепле-
ний необходимо выполнить классификацию исходных 
формообразующих профилей. В настоящее время ос-
новным классификационным признаком при класси-
фикации ИФП является форма профиля главной боко-
вой поверхности (прямая линия, окружность, эвольвен-
та, циклоида, синусоида, эволюта и др.). Качественной 
характеристикой формы профиля главной боковой по-
верхности зубьев цилиндрических зубчатых передач 
является выпуклость и вогнутость. А также значение 
радиуса кривизны профиля, т.е.  = ,  = const и 
 = var. По этим признаком все профили разделяются 
на шесть основных классов. Для профиля с  =  его 
качественной характеристикой является знак угла про-
филя, т.е.  = "+" или  = "–". Профиль главной боко-
вой поверхности может состоять также с объединенных 
отрезков двух профилей с различными качественными 
характеристиками. В табл. 1 представлены основные 
классы ИФП главной боковой поверхности зубьев.  

 

Таблица 1 – Таблица основных классов исходных формообразующих профилей. 

Номер класса ИФП 
1 2 3 4 5 6 

    
 

 
Классификационный признак 

 п=  
выпуклый 

п = const 
выпуклый 

п = var 
выпуклый 

п =  
вогнутый 

п = const 
вогнутый 

п = var 
вогнутый 

 

Более сложные профили исходных профилей 
(например, выпукло-вогнутые) являются комбинацией 
этих шести классов профилей. Используя данную ме-
тодику можно задать огромное множество исходных 
формообразующих профилей выступов или впадин 
зубьев, а тиражируя ИФП, вдоль делительной линии с 
определенным шагом можно задать такое же множе-
ство плоских ИК, ИФК, ИПК или КЗК. Следует при 
этом задать не только профиль главной боковой по-
верхности, но и профиль вершин, профили переход-
ных поверхностей впадин и поверхностей впадин. 

С использованием теории множеств матричное 
уравнение плоских контуров запишется в виде: 

а) для реечных контуров: 

кр

кp кp1 кр кp1

( 1) кр кpi ( 1) кр1... ... ;

r r l r

i l r z l r

m m m m

m m m m 

 

 


               (2) 

б) для дисковых контуров: 

zк

zк zк

к к 1 к 1

( 1) к ( 1) к 1... ,

r r r

i r i z r

m m m m

m m m m



 

   

     

 

 




             (3) 

где кprm  – матричное уравнение реечного контура; 

кp1rm  – матричное уравнение исходного формо-

образующего профиля рейки; 

крlm  – дискретная матрица переноса на шаг зуб-

чатого реечного контура; 

кrm   – матричное уравнение дискового контура; 

zк
m

  – дискретная матрица поворота на угловой 

шаг дискового контура; 
Z – число зубьев реечного или дискового зубча-

тых контуров. 
Пример визуализации реечного и дискового кон-

туров, выполненных на ПЭВМ в системе Mathcad, 
представлен на рис. 9. 
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а 

 
б 

Рис. 9 – Визуализация зубчатых контуров: а – реечного; б – дискового  

Для разработки обобщенной унифицированной 
математической модели формообразования звеньев 
плоских систем зубчатых зацеплений, кроме задания 
множества ИК, ИФК, ИПК и КЗК, нам необходимо за-
дать обобщенную кинематическую схему формообра-
зования, включающую все возможные частные схемы. 
Затем для последовательного анализа необходимо 
классифицировать эти схемы. Известные классифика-
ции схем формообразования, как отмечалось выше, но-
сят слишком общий характер, или обобщают традици-
онные схемы формообразования методом обката [2–5]. 

Обобщенная кинематическая схема движения 
плоского исходного формообразующего зубчатого 
контура относительно контура заготовки формообра-
зуемого зубчатого контура в системе координат кон-
тура заготовки может быть представлена с использо-
ванием теории многопараметрических отображений 
аффинного пространства, как движения контура в 
множестве реперов (рис. 10) [16]. 

Обобщенная структурная унифицированная мате-
матическая модель обобщенной кинематической схемы 
формообразования запишется следующим образом: 

w w
z0 0 1 1 z1 1 2 2 z2 2 3 3 3 3

/ 3;w w w w w w w w w w w
z

r дИ Д rкl v c l v c l v c l
m m m m m m m m m

   
   

 

2 2 3

1 1 3

0 0 3

3 3 3

2 2 3

1 1 3

0 0 3

( );

( );

( );

( );

( );

( );

( ),

w w w
z z z

w w w
z z z

w w w
z z z

w w w
z

w w w
z

w w w
z

w w w
z

l l

l l

l l

l l

   


    


    


  


  


  
  

                              (4) 

где 3
w
z  – независимый параметр движения; 

3rкm  – матрица формообразующего зубчатого 

контура; 

w
zi

w
il

m


 – матрица движения формообразующего 

зубчатого контура в i-ом репере; 

v v
i iv c

m  – матрица координатного преобразования 

при переходе от i-ого репера к i+1 реперу; 

/r И Дm  – матричное уравнение движения формо-

образующего зубчатого контура (И) относительно 
формообразуемого (Д), в системе координат формо-
образуемого зубчатого контура. 

Матрицы движения и матрицы координатных 
преобразований в уравнении (4) сведены в табл. 2. 

 
Рис. 10 – Обобщенная геометро-кинематическая схема дви-

жения плоского исходного формообразующего зубчатого 
контура (ИФК) относительно заготовки зубчатого контура 

Для определения формообразуемого контура 2 
необходимо к уравнению относительного движения 
(8) добавить основное условие формообразования, т.е. 
уравнение зацепления, которое констатирует, что, 
точка движущегося исходного формообразующего 
контура будет формообразующей в тот момент дви-
жения, когда вектор её нормали будет перпендикуля-
рен вектору её относительной скорости или аналогу 
вектора относительной скорости, т.е. [1]: 

0;i iN V                                      (5) 

w w w
z0 0 1 1 z1 1 2 2 z2 2 3 3 z3 3

/ 3;w w w w w w w w w w wr И Д rкl v c l v c l v c l
m m m m m m m m m    


 

2 2 3

1 1 3

0 0 3

3 3 3

2 2 3

1 1 3

0 0 3

0 0 0 0

( );

( );

( );

( );

( );

( );

( );

0.

w w w
z z z

w w w
z z z

w w w
z z z

w w w
z

w w w
z

w w w
z

w w w
z

xк xк yк yк

l l

l l

l l

l l

n v n v

   


    


    


  


  


  
  

 

                         (6) 

Примеры частных кинематических схем и их ма-
тематических моделей формообразования приведены 
в табл. 3. 
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Таблица 2 – Таблица матриц движения и матриц координатных преобразований 

xl
m  

yl
m  w

z
m


 

1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w
xl

 

1 0 0 0

0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w
yl

 

cos sin 0 0

sin cos 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w w
z z

w w
z z

 

  
 

xcm  ycm  
zvm  

1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w
xc

 

1 0 0 0

0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w
yc

 

cos sin 0 0

sin cos 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w w
z z

w w
z z

 

  
 

 

Таблица 3 – Таблица частных кинематических схем и математических моделей формообразования  
плоских систем зубчатых зацеплений  

Кинематическая  
схема  

формообразования  

Расчетная  
схема  

формообразования  

Уравнение относительного  
движения в системе  
координат заготовки 

1 2 3 

 

x1    

-l x1    

C
y1

2
  
  

y1    

y2    

x2    

-z2    

r(2-1)    

 

2
(1 2) 12 1 (1) ;w

z
rП Cy l rПm m m m m 

  

2 ;
4 4

w
z

 
     

1 1 2 ;w
x lx zl K    

1 (2 1) ;lx wK r   

12 (2 1) ;y wC r    

0.rn rvm m   

 

x1    

l x1    

y1    

y2    

x2    

-z2    
r(2-1)    

C
y2

1
  

  

 

2
(1 2) 12 1 (1) ;w

z
rП Cy l rПm m m m m 

  

2 ;
4 4

w
z

 
     

1 1 2 ;w
x lx zl K    

1 (2 1) ;lx wK r    

12 (2 1) ;y wC r     

0.rn rvm m   

 

x1    

-l x2    

y1    

y2    

x2    

-z1    

r(1-2)    

C
y1

2
  
  

 

1
(1 2) 2 12 (1) ;w

z
rП l Cy rПm m m m m 

  

1 ;
4 4

w
z

 
     

2 2 1;w
x lx zl K   

2 (1 2) ;lx wK r   

12 (1 2) ;y wC r    

0.rn rvm m   
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Продолжение таблицы 3 

1 2 3 

 

x1    

l x2    

y1    

y2    

x2    

-z1    

r(1-2)    

C
y1

2
  

  

 

1
(1 2) 2 12 (1) ;w

z
rП l Cy rПm m m m m 

  

1 ;
4 4

w
z

 
     

2 2 1;w
x lx zl K   

2 (1 2) ;lx wK r    

12 (1 2) ;y wC r    

0.rn rvm m   
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y2    

x2    
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C
y1

2
  

  

r(2-1)    
-z2    

 

2 1
(1 2) 12 (1) ;w w

z z
rП Cy rПm m m m m  

  

1 ;
4 4

w
z

 
     

2
2 1;w

z

w w
z zK


    

2

(1 2)

(2 1)

;w
z

w

w

r
K

r






  

12 (1 2) (2 1) ;y w wC r r    

0.rn rvm m   

 

x1    

y1    

y2    

x2    

z1    

r(1-2)    

C
y
1
2
  
  

r(2-1)    

z2    

 

2 1
(1 2) 12 (1) ;w w

z z
rП Cy rПm m m m m  

  

1 ;
4 4

w
z

 
     

2
2 1;w

z

w w
z zK


    

2

(1 2)

(2 1)

;w
z

w

w

r
K

r






  

12 (1 2) (2 1)( );y w wC r r     
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2
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Завершение таблицы 3 

1 2 3 

 

x1    

y1    

y2    

x2    

-z1    

r(1-2)    

C
y1

2
  

  

r(2-1)    

z2    

 

2 1
(1 2) 12 (1) ;w w

z z
rП Cy rПm m m m m  

  

1 ;
4 4

w
z

 
     

2
2 1;w

z

w w
z zK


    

2

(1 2)

(2 1)

;w
z

w

w

r
K

r






   

12 (2 1) (1 2) ;y w wC r r    

0.rn rvm m   

 

x1    

y1    

y2    

x2    

-z1    

r(1-2)    

r(2-1)    z2    

C
y
1
2
  
  

 

2 1
(1 2) 12 (1) ;w w

z z
rП Cy rПm m m m m  

  

1 ;
4 4

w
z

 
     

2
2 1;w

z

w w
z zK


    

2

(1 2)

(2 1)

;w
z

w

w

r
K

r






   

12 (2 1) (1 2)( );y w wC r r     

0.rn rvm m   

 

При решении математической модели формообра-
зования существует ряд проблем. Первая – это формо-
образование исходным формообразующим контуром, 
который имеет точки излома. Поэтому вначале необхо-
димо установить есть ли на исходном формообразую-
щем контуре особые точки излома и если есть то, опре-
делить их координаты. Далее необходимо установить 
являются ли точки излома формообразующими или нет. 

Для этого необходимо определить угол между 
касательными в точке излома слева и справа [17]. Ес-
ли угол меньше 180°, то точка излома будет не фор-
мообразующей, и особенности прямого и обратного 
формообразования в этом случае подробно рассмот-
рены в работе [28]. Если угол между касательными 
больше 180 градусов, значит точка излома является 
формообразующей. И тогда при формообразовании на 
формообразуемом профиле получается разрыв 
(рис. 11), который заполняется траекторией относи-
тельного движения точки излома в системе координат 
заготовки в соответствие с уравнением (4) (рис. 12).  

Можно использовать для определения формооб-
разуемых точек точкой излома и уравнение (6), ис-
пользуя в точке излома предложенный проф. Д.Т. Ба-
бичевым "веер" нормалей [17].  

В тоже время проф. П.Р. Родин в 1977 году пи-
сал о формообразовании точками излома [13]: 
"…поверхность детали, состоящую из ряда смежных 
участков, можно рассматривать как единую поверх-
ность. Причем, точку излома профиля поверхности, 
расположенную на границе смежных участков, можно 
считать участком дуги окружности, радиус которой 
стремится к нулю". Но, насколько нам известно, даль-
нейшее развитие эта идея не получила и серьезных 
математических моделей на ее основе не создавалось. 

Следует также учитывать, что при изготовлении 
реальных инструментов в точке излома всегда получа-

ем небольшой радиус скругления. Как показали заме-
ры на микроскопе зубьев сборных червячных фрез с 
точками излома, на вершинной кромке величина ра-
диуса скругления в особой точке излома составляет 
0,025–0,03 мм.  
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Рис. 11 – Контур зубчатого колеса полученный исходным 

формообразующим реечным контуром  
с формообразующей точкой излома 
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Рис. 12 – Контур зубчатого колеса получены исходным 

формообразующим реечным контуром  
с особой точкой излома с учетом заполнения разрыва  

траекторией движения особой точки излома 

Определим величину различия между формообразо-
ванием особой точкой излома и заменой ее участком 
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окружности с малым радиусом величиной до 0,3 мм. Срав-
нение формообразованных профилей контуров зубчатых 
колес исходными формообразующими реечными конту-
рами с точкой излома и при замене точки излома малым 
радиусом величиной 0,3 мм представлено на рис. 13.  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

31

30.8

30.6

30.4

30.2

30

29.8

29.6

29.4

29.2

29

 
Рис. 13 – Профили переходных участков профиля, получен-

ные точкой излома (1) и радиусным участком (2) 

Погрешность формообразуемого профиля при 
замене точки излома радиусным участком составляет 
менее 0,1 мм (см. рис. 13), что вполне допустимо при 
формообразовании не рабочих участков профиля. 

Вторая проблема заключается в том, что на фор-
мообразуемом профиле может образоваться точка из-
лома, в результате подрезания (в том числе подрезание 
возможно и формообразуемой точкой излома). В этом 
случае необходимо определить точки излома на фор-
мообразуемом контуре как пересечение двух смежных 
кривых, что учитывается алгоритмом модели формооб-
разования при разработке программы на ПЭВМ. 

Следует также учитывать, если при формообразо-
вании все точки на ИФК в том числе и особые будут 
формообразующими, то и, при обратном формообразо-
вании при тех же параметрах установки мы получим, 
тот же ИФК с теми же точками излома. Так, в табл. 4 
представлены координаты точки излома реечного кон-
тура, образованного при его формообразовании зубча-
тым дисковым контуром, изображенным на рис. 12. 

Пример формообразования модифицированным 
исходным формообразующим реечным контуром дис-
ковых контуров зубчатых колес приведен в табл. 4. 

Таблица 4 – Таблица координат формообразования реечного контура с точкой излома 

Значение параметра движения, при котором 
выполняется условие 0N V   в точке излома 

Координата Х точки излома, соответ-
ствующая значению параметра движения 

Координата Y точки излома, соответ-
ствующая значению параметра движения 

xn

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

-0.1

0.233906000448416

0.228497864668812

0.223088483369139

0.217679102146453

0.212269721190591

0.206860340501096

0.201450960077659

0.196041579919933

0.19063220002752

0.185222820400095

0.179813441037295

0.17440406193872

0.168994683103946

0.163585304532774

0.158175926224752


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0.826091404

0.826087548

0.826087585

0.826087622

0.826087658

0.826087693

0.826087727

0.82608776

0.826087793

0.826087824

0.826087855

0.826087885

0.826087914

0.826087943

0.82608797

0.826087997



 

B
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13
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3.12499197

3.125002319

3.125002174

3.125002034

3.1250019

3.125001772

3.12500165

3.125001534

3.125001424

3.125001319

3.125001219

3.125001125

3.125001035

3.12500095

3.125000871

3.125000795



 
 

Выводы: 
1. Предложена более совершенная обобщенная 

структурная схема формообразовании плоских систем 
зубчатых зацеплений. 

2. Обобщены и развиты вопросы по заданию, 
классификации и математическому описанию исход-
ных формообразующих профилей и контуров зубча-
тых звеньев плоских систем зубчатых зацеплений. 

3. Разработана обобщенная кинематическая схе-
ма формообразования контуров зубчатых звеньев 
плоских систем зубчатых зацеплений. 

4. Разработана обобщенная структурная унифициро-
ванная математическая модель формообразования зубча-
тых контуров плоской системы зубчатых зацеплений. 

5. Систематизированы известные схемы формо-
образования.  

6. Разработан и реализован пакет программ в систе-
ме Mathcad по формообразованию различных частных 
схем формообразования. Приведены примеры расчета. 

7. Разработанные обобщенные математические 
программно реализованные модели задания и теорети-
ческого формообразования зубчатых звеньев плоских 
систем зубчатых зацеплений с использованием компь-
ютерно-интегрированной системы управления каче-
ственными показателями зубчатых передач с примене-
нием сплайн-интерполяции позволят значительно 
улучшить эксплуатационные и др. показатели цилин-
дрических зубчатых передач [29].  

2 

1 
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8. Необходимо продолжить теоретические иссле-
дования по детализации классификации и анализу но-
вых кинематических схем формообразования с целью 
получения новых более эффективных видов и типов 
цилиндрических зубчатых передач, новых способов об-
работки и новых зубообрабатывающих инструментов. 
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