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О. І. ЗІНЧЕНКО 

 

МОДЕЛЬ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ ТОРСІОННОГО ВАЛА СИСТЕМИ  

ПІДРЕСОРЮВАННЯ ЛЕГКОЇ БРОНЬОВАНОЇ МАШИНИ ЗІ СПРЯЖЕНИМИ ДЕТАЛЯМИ  

 
У роботі описана  модель контактної  взаємодії торсіонного вала системи підресорювання легкої броньованої машини зі спряженими 
деталями. Вона будується на основі варіаційної постановки задачі аналізу міцності та довговічності торсіонних валів систем підресо-
рювання легких броньованих машин. При цьому враховуються два значущих чинники: контактна взаємодія торсіонного вала зі спря-
женими деталями, з одного боку, та пружно-пластичний напружено-деформований стан, – з іншого боку. Перший чинник важливий із 
причини того, що основний силовий фактор (крутний момент) створюється за рахунок тиску на робочих поверхнях шліцьової головки 
торсіонного вала. Другий чинник важливий тим, що саме завдяки інтенсивним пластичним деформаціям на технологічних операціях 
заневолення торсіонних валів у їх тілі виникає сприятливий розподіл залишкових напружень. Важливо, що ці два чинники впливають 
один на одного. Особливо це відчутно у головці торсіонного вала. Для того, щоби обидва зазначені чинники врахувати у єдиній мате-
матичній моделі, була залучена та адаптована теорія варіаційних нерівностей. Задача зводиться до проблеми мінімізації функціоналу 
повної енергії системи на множині переміщень, які задовольняють умовам непроникнення контактуючих тіл одне в одного. Таким 
чином, у єдиній моделі ув’язується і структурна, і фізична нелінійність. У цьому полягає перевага розробленого підходу. Можливості 
моделювання проілюстровані на тестових задачах.                                    

Ключові слова: торсіонний вал; головка торсіонного вала; система підресорювання; теорія варіаційних нерівностей; міцність; 
пластичні деформації; контактний тиск; заневолення 

 

O.I. ZINCHENKO 

 

MODEL OF CONTACT INTERACTION OF THE TORSION SHAFT OF THE SUSPENSION  

SYSTEM OF A LIGHT ARMORED VEHICLE WITH CONNECTED PARTS 
 
The paper describes a model of contact interaction of a torsion shaft of a light armored vehicle suspension system with mating parts. It is built on 
the basis of a variational formulation of the problem of analyzing the strength and durability of torsion shafts of light armored vehicle 
suspension systems. In this case, two significant factors are taken into account: the contact interaction of the torsion shaft with the mating parts, 
on the one hand, and the elastic-plastic stress-strain state, on the other hand. The first factor is important because the main force factor (torque) is 
created by the pressure on the working surfaces of the splined head of the torsion shaft. The second factor is important because it is precisely due 
to the intense plastic deformations during the technological operations of enslaving torsion shafts that a favorable distribution of residual stresses 
occurs in their body. It is important that these two factors influence each other. This is especially noticeable in the torsion shaft head. In order to 
take both of these factors into account in a single mathematical model, the theory of variational inequalities was involved and adapted. The 
problem is reduced to the problem of minimizing the functional of the total energy of the system on the set of displacements that satisfy the 
conditions of non-penetration of contacting bodies into each other. Thus, both structural and physical nonlinearity are combined in a single 
model. This is the advantage of the developed approach. The modeling capabilities are illustrated in test problems. 

Keywords: torsion shaft; torsion shaft head; suspension system; variational inequality theory; strength; plastic deformations; contact 
pressure; scragging 

 
Вступ. У роботах [1–3] зазначаэться, що при 

обгрунтуванні проєктних і технологічних рішень 
торсіонних валів (ТВ) систем підресорювання (СП) 
легких броньованих машин (ЛБМ) на перший план 
виступають проблеми  багатоваріантних досліджень 
напружено-деформованого стану (НДС) та контакт-
ної взаємодії цих валів зі спряженими деталями. При 
цьому бажано розробити єдину математичну модель, 
у якій ці два чинники враховуються сумісно. На це 
спрямована ця робота.  

Аналіз методів досліджень контактної вза-

ємодії та напружено-деформованого стану еле-
ментів машинобудівних конструкцій. Під час 
проєктування елементів машин актуальною є про-
блема створення методів розв’язання задач визна-
чення НДС з урахуванням контактної взаємодії. 
Контактні процеси, що виникають при взаємодії 
елементів машинобудівних конструкцій, зумовле-
ні сукупністю складних фізико-механічних явищ. 
Через різноманіття форм їх прояву виникає потре-
ба у формуванні комплексного підходу до 
розв’язання науково-дослідних задач у цій сфері. 
Відповідні моделі та методи аналізу повинні вра-
ховувати як фізичну, так і структурну нелінійність 
матеріалів. Особливої уваги потребує визначення 
властивостей нових матеріалів на мікроструктур-
ному рівні як у поверхневих шарах, так і в об’ємі. 
Таким чином, ключовим є формування обгрунто-

ваної моделі  контактної взаємодії  та  НДС еле-
ментів машинобудівних конструкцій.  

Особливо важливою є фізично адекватна та 
математично коректна постановка задач аналізу 
НДС елементів військових колісних і гусеничних 
машин з урахуванням контактної взаємодії тіл, а 
саме, ТВ СП легкої броньованої машини зі спря-
женими деталями  

Дослідження механізмів контактної взаємодії 
ускладнюється обмеженою доступністю зони 
контакту для безпосереднього експериментально-
го контролю, у зв’язку з чим практичні дослі-
дження становлять неабиякі труднощі [4, 5].  

Відомі методи досліджень [6–9] не забезпе-
чують універсального та повного розв’язання 
задач контактної взаємодії з урахуванням багатьох 
експлуатаційних чинників, а аналіз літературних 
джерел свідчить про наявність протиріччя між 
зростаючими потребами промислової практики у 
точних моделях контактної взаємодії та обмеже-
ними можливостями існуючих теорій. При цьому 
особливої уваги в силу своєї високонавантаженос-
ті потребують дослідження ТВ, які є пружними 
елементами ходової частини гусеничних машин, 
для яких характерні складні напружені стани та 
підвищені вимоги до втомної довговічності.  
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Установлено, що виникнення пластичних де-
формацій на мікрорівні може спричиняти розвиток 
тріщин і макроруйнування, а отже дослідження 
розподілу контактних напружень і НДС торсіон-
них валів є важливим етапом їх проєктування. 

Результати експериментальних досліджень 
підтверджують істотний вплив технологічних за-
лишкових напружень, що формуються в процесі 
механічної та термічної обробки, на циклічну міц-
ність і довговічність ТВ. Загальним висновком є те, 
що традиційні технологічні процеси не гарантують 
формування оптимального напруженого стану 
поверхневих шарів, що зумовлює необхідність 
застосування методів поверхнево-пластичної дефо-
рмації, зокрема обкочування роликами [10, 11].  

Таким чином, подальший розвиток і адапта-
ція пружно-пластичних моделей контактної взає-
модії з урахуванням реальних умов навантаження 
є актуальним науково-практичним завданням, 
особливо для високонавантажених елементів типу 
торсіонних валів спеціальної техніки. Це стано-
вить мету роботи. 

Математична та чисельна моделі контак-

тної взаємодії торсіонного вала зі спряженими 

деталями. При формуванні математичної моделі 
НДС торсіонного валу СП ЛБМ необхідно задово-
льняти двом конкуруючим вимогам: по-перше, 
достатня міра адекватності задля відтворення 
основних характерних рис процесу, який дослі-
джується; по-друге, – задовільна ефективність при 
чисельних дослідженнях, причому у вигляді бага-
товаріантних розрахунків. 

Перша із зазначених вимог призводить за-
звичай до потреби в ускладненні моделі, що буду-
ється. Дійсно, задача визначення НДС ТВ, по-
перше, фізично, а по-друге, – структурно неліній-
на. Крім того, цей шуканий НДС суттєво залежить 
від історії навантаження. Отже, якщо підходити до 
розв’язання задачі традиційними способами, то це 
призведе до нашарування низки процедур, що 
враховують нелінійності різної природи. А це 
одразу ж позначиться на термінах та обсягах об-
числювальних ресурсів, що потребуються. Відтак, 
друга із перелічених критеріальних вимог не задо-
вольняється. 

Таким чином, необхідно розробити комплек-
сну математичну модель, яка би, по-перше, при-
роднім чином ураховувала нелінійності різного 
типу в єдиному узагальненому формулюванні, а, 
по-друге, також природнім чином давала можли-
вість ефективної чисельної реалізації. 

Зазначеним вимогам можна задовольнити, 
спираючись на поєднанні та розвиткові двох по-
тужних математичних апаратів: I – теорії течії із 
співвідношеннями інкрементального типу для 
опису пружно-пластичного деформування матері-
алу ТВ; II – теорії варіаційних нерівностей, адап-
тованій до покрокового опису при аналізі контак-
тної взаємодії ТВ зі спряженими деталями. 

Відповідно, вихідна задача зводиться до про-
блеми мінімізації на кожному кроці прирощення 
навантаження f∆ функціонала повної енергії сис-

теми (зокрема, досліджуваного ТВ) [12]: 

−Ω⋅∆⋅∫∆=∆∆
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де )(),(),( PPPu εσ ∆∆∆  – прирощення компонент 

вектора переміщень і тензорів напружень та дефо-
рмацій відповідно,  

   Ω  – область простору, який займає ТВ,  
    S – границя області Ω .  
Тут ),()( PruPu ii = , ),()( PrP ijij σσ = , 

),()( PrP ijij εε = , 

де r  – радіус-вектор довільної точки із компонен-

тами { }T
xxxr 321 ,,= ;  

   ix  – декартові координати у обраній системі 

координат.  
У (1) та далі P – це масив параметрів, що 

описує досліджуваний об’єкт.  
Слід зазначити, що у випадку контакту декі-

лькох тіл U
γ

γΩ=Ω . 

Також слід зазначити, що у (1) важливою є 
залежність: 

        )()()( PPCP ijklijklij εσ ∆⋅=∆ ,           (2) 
 

яка описує лінеаризовану залежність на кожному 
кроці навантажень між компонентами тензора на-
пружень та деформацій. Тут у компонентах тензора 
модулів жорсткості ijklC  міститься інформація про 

властивості матеріалу у довільній точці у вигляді 
функції від поточного НДС та його історії (див. 
відповідні співвідношення (1), (2) [13]). 

Важливим аспектом моделі, що розроблена, є 
те, що функціонал І  в (1) мінімізується не безу-
мовно, а на множині: 
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Тут, на відміну від традиційного підходу теорії 
варіаційних нерівностей [14, 15], умови непрони-
кнення точок спряжених тіл α  і β  подані у ви-

гляді нерівностей (3), які можна записати у вигля-
ді: 

                 
),()()(

uu
βαβ

ν
α

ν δ≤+∆ .                  (4) 

У (3), (4) )P(uν  та )(Puν∆  – нормальні пе-

реміщення точок контактуючих поверхонь тіл α  і 

β , а 
),( βα

δ – початковий зазор між цими тілами. 

Вигляд нерівності (4) подібний до традиційної 
умови непроникнення [14, 15], проте із модифіко-

ваним зазором 
),( βα

δ , який враховує історію про-
цесу вибирання зазору на попередніх етапах нава-
нтаження. 

Побіжно варто зазначити, що у ході мініміза-
ції І  визначається також і розподіл контактного 
тиску q . 



ISSN 2079-0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 1. 2026  44 

Отже, співвідношення (1)–(4) містять у зага-
льному вигляді покроковий опис НДС ТВ систем 
підресорювання ЛБМ. Важливо, що він зводить 
вихідну задачу до послідовності задач про контак-
тну взаємодію пружних неоднорідних анізотроп-
них тіл. При цьому у (2) «зашито»  інформацію 
про історію розвитку пластичних деформацій, а у 
(4) – про історію розвитку контактної взаємодії. 

Інший аспект проблеми, як уже зазначалося, – 
чисельна ефективність методів досліджень задачі, 
що сформована. Потенційно, ця ефективність може 
бути забезпечена якраз структурою самої математи-
чної моделі (1)–(4). Проте постає інша проблема, яка 
випливає із необхідності здійснення багатоваріант-
них розрахунків НДС ТВ. Як правило, у сучасних 
умовах для цього застосовуються чисельні методи, 
зокрема, метод скінченних елементів (МСЕ) [16]. 
Разом із тим, цей метод не адаптований до варію-
вання нечисельних параметрів. Але ж у випадку, що 
досліджується, варійованою є діаграма деформуван-
ня матеріалу ТВ, яка є певною кривою у координа-
тах "" εσ −  [17], тобто не зводиться до однієї або 
декількох величин.  

Для усунення протиріччя, що сформувалося, 
ефективним є поєднання, адаптація та розвиток 
чисельного МСЕ, з одного боку, та методу уза-
гальненого параметричного моделювання проце-
сів і станів у складних та надскладних механічних 
системах [18]. Відповідно, згідно із МСЕ шукані 
розподіли величин )(Pu∆ подаються у вигляді:  

 

          ∑ ϕ⋅=∆
k

kka)P(u  ,                         (5) 

 

де ka  – невизначені параметри,  

     kϕ  – базисні функції МСЕ [16]. 

Тоді (1), (2)  перетворюються на задачу квад-
ратичного програмування [19]: 

 

         min),( →=∧
kk aaI , δ≥)a(l k ,         (6)   

 

де ∧
I  – квадратична форма, яка апроксимує (1), а 

l  – лінійний оператор, що апроксимує (4). 
Проте слід зазначити, що досліджуваний 

об’єкт є не одиничним: передбачається дослідити 
широку множину ТВ, наприклад, із різними варі-
йованими діаграмами деформування його матері-
алу. Задля моделювання такої плинності та зміню-
ваності об’єкта досліджень вводиться його уза-
гальнене параметричне моделювання: 

 

                    rr pP U= ,                              (7) 
 

де P  – множина узагальнених параметрів із ком-
понентами rp . Наприклад, це може бути та ж 

згадана вище діаграма деформування матеріалу. 
Спираючись на (7), в усі попередні співвід-

ношення в (1)–(6) можна ввести їх параметричну 
залежність від P . І  тоді у підсумку, наприклад,  
задача (6) набуває вигляду: 

 

min),,( →=∨
kk aaPI , δ≥

∨
)a,P(l k .      (8) 

 

Тут ∨
I  та ∨l  – ті ж ∧

I  та l , що і у (6), проте  із інте-
грованими параметричними залежностями від P . 

Важливою обставиною, як зазначалося у [18], 
є те, що в силу зазначеної  узагальненості та довіль-
ності P  не варто будувати якусь універсальну про-
цедуру опису будь-якого досліджуваного об’єкту. 
Проте для певного класу об’єктів можливо побуду-
вати таку процедуру. Вона є зовнішньою відносно 
загальної процедури розв’язання задач за МСЕ. Тоб-
то, передбачається створення спеціальних програм-
них модулів, які за певним алгоритмом варіюють 
той чи інший параметр rp  (або їх сукупність) та 

постачають у програмний комплекс, що реалізує 
МСЕ, у відповідному форматі вихідні дані про влас-
тивості досліджуваного об’єкта. Цим самим поєд-
нуються суперечливі вимоги та конкуруючі критерії: 
автоматизація – точність, якість – оперативність 
тощо.  

Отже, удалося забезпечити ефективність 
розв’язання задач чисельного визначення НДС ТВ 
із урахуванням контактної взаємодії при варію-
ванні властивостей досліджуваного об’єкта, зок-
рема, діаграми деформування його матеріалу. 

У цілому побудована комплексна узагальнена 
математична модель НДС ТВ систем підресорювання 
ЛБМ та методи досліджень задовольняють усім сфо-
рмульованим вимогам, тобто адекватності та ефекти-
вності. Це дає можливість розв’язувати із застосуван-
ням розроблених моделі та методів прикладні задачі 
стосовно ТВ СП, наприклад, машин серії БТР-3 та 
БТР-4. 

Спеціалізований програмно-модельний 

комплекс (СПМК) для аналізу напружено-

деформованого стану торсіонних валів систем 

підресорювання легких броньованих машин. 

Розглянемо програмну реалізацію розроблених 
моделей та методів дослідження напружено-
деформованого стану ТВ систем підресорювання 
ЛБМ. 

Із метою розроблення інструменту чисельної 
реалізації створених моделей створено СПМК «Тор-
сіон-ЛБМ». Його структура наведена на рис. 1. 
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Рисунок 1 – Структура СПМК “Торсіон-ЛБМ” 



ISSN 2079-0775 

 Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 1. 2026                     45 

Зокрема, при реалізації структури, наведеної 
на рис. 1, можливе задане, стохастичне або цілес-
прямоване варіювання діаграми деформування 
матеріалу ТВ . 

Окрім чисельних параметрів δσσ ,, ВТ  (межа 

плинності, тимчасовий опір, межа відносного 
подовження при розриві), варійованим є вигляд 
кривої Г , яка визначає ділянки течії та зміцнення 
матеріалу ТВ (рис. 2). Її вигляд залежить від хімі-
чного складу, мікроструктури, виду та інтенсив-
ності термічної обробки тощо. При цьому вплив 
того чи іншого із перелічених чинників має харак-
тер поєднання відомих – недостатньо відомих, 
детермінованих – стохастичних, бажаних – неба-
жаних тенденцій, причому у їх плинному поєд-
нанні. Більш строго регламентуються саме обме-
ження на хімічний склад матеріалів та параметри 

δσσ ,, ВТ .  
 

Etg =ω

В
σ

Г
Т

σ

δ ε

ω

σ

 σ

δ

Ч

ε  
 

Рисунок 2 – Схема варіювання діаграми  
деформування матеріалу торсіонного валу 

 
Таким чином, якщо згадану криву апрокси-

мувати розкладанням 
 

                  θ
θ

θ ψ⋅µ=σ ∑  ,                         (9) 

 

де θµ  – певні коефіцієнти,  

θψ  – деякі базисні функції, то шляхом варію-

вання θµ  можна варіювати і криву Г , а, отже, 

заповнити чотирикутну область Ч сімейством 
кривих.  
Якщо δσσ ,, ВТ  – задані, то Ч – фіксована і задає 

область варіювання кривих .Г  
Методи дискретизації задачі аналізу тех-

нологічного процесу заневолювання та експлу-

атаційних навантажень торсіонних валів сис-
тем підресорювання легких броньованих ма-

шин. У роботах [20–28] викладено загальний 
підхід до задач аналізу міцності та довговічності 
елементів СП ЛБМ та синтезу їхніх прогресивних 

технічних рішень за цими критеріями. Зокрема, 
для розв’язання задач аналізу НДС ТВ систем 
підресорювання ЛБМ розроблено удосконалену 
варіаційну постановку, яка враховує структурну та 
фізичну нелінійності. Тобто, на кожному кроці 
розв’язання відбувається пошук екстремуму фун-
кціоналу повної енергії системи контактуючих тіл 
за виконання умов непроникнення тіл одне в од-
ного та за пружно-пластичного деформування 
їхніх матеріалів. 

При цьому для аналізу НДС тіл такої склад-
ної форми як ТВ, необхідно залучати чисельні 
методи. Тоді шукані змінні та їхні прирощення 
подаються у вигляді: 

  

                ∑ ⋅=
D

DD rznU )()(
rχ                    (10) 

 

де Dχ  – елементи масиву шуканих коефіцієнтів, 

Dz  – деякі базисні функції, 

D  – індексний масив, 
r  –  радіус-вектор точок у області, яку займа-

ють досліджувані тіла. 
Тоді, враховуючи структуру  функціоналів, 

що мінімізуються, на кожному кроці пошуку 
розв’язку маємо їх апроксимацію: 

 

∑ ∑ →χ−χχ=
j,i

i

i

ijiiji minBAП
2

1
.         (11) 

 

Тут iП  – дискретний аналог квадратичного функці-

онала, що мінімізується, ijA  – коефіцієнти, що обчи-

слюються при підстановці у ці функціонали як білі-
нійні форми базисних функцій iz , jz , iB  – коефіці-

єнти лінійних форм у функціоналах при підстановці 
у них базисних фунцій iz . 

Мінімізація iП  здійснюється не безумовно, а 

на множині обмежень (апроксимують умови не-
проникнення (3) –(5)):  

 

iiiG ∆≤⋅ χ ,                           (12)                                                
 

де iG  – апроксимаційна матриця в умовах непро-

никнення, а i∆  – масив апроксимації поточних 

зазорів між контактуючими тілами. 
Тут 01 ≡∆  для номінально конгруентних контак-

туючих поверхонь, а надалі 
 

∑ ∆+∆=∆
=

+
i

j
ji

1
11 ,                        (13) 

де                        ∑
=

χ⋅=∆
i

j

jji G
1

.                          (14) 

 

– прирощення актуального зазору на i -му кроці 
розв’язання. 

Слід відзначити, що:  
1) cформовані задачі є послідовністю задач 

квадратичного програмування [19]; 
2) на відміну від традиційних задач квадра-

тичного програмування [19], система односторон-
ніх обмежень є змінюваною та залежною від зміни 
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розв’язків на попередніх кроках; 
3) враховуючи параметричну залежність 

усіх компонент у наведених співвідношеннях від 
узагальнених параметрів P , і дискретизовані їхні 
варіанти теж будуть параметрично залежати від 
цих P ; 

4) при застосуванні МСЕ [16] ijA  – компо-

ненти матриці жорсткості конструкції, причому, 
враховуючи пп.1) – 3), )(PAA ijij = ; 

5) аналогічно, у разі застосування МСЕ ма-
сив вузлових невідомих із компонентами – 

)P(ii χ=χ . 

Отже, у цілому дискретна постановка аналізу 
НДС «спадкує» від континуальної постановки 
якраз основну принципову методологічну новизну 
– узагальнену параметризацію. При цьому вини-
кає кожен раз при зміні об’єкту аналізу проблема 
створення узагальненої параметричної дискретної 
моделі саме поточного об’єкта. Стосовно ТВ сис-
тем підресорювання ЛБМ важливо виокремити 
множину потенційно варійованих параметрів: 
геометричну форму та розміри головки ТВ (ГТВ), 
стебла ТВ (СТВ) та галтельного переходу (ГП), 
властивості його матеріалу, технологічні режими 
оброблення та експлуатаційні режими тощо.  

Таким чином, розроблено та описано нову 
дискретну постановку, яка відрізняється саме 
узагальненим параметричним описом об’єкту 
досліджень, що дає можливість, із одного боку, 
гнучко змінювати сам об’єкт, а, з іншого, здійс-
нювати цілеспрямований пошук прогресивних 
технічних рішень за критеріями міцності та довго-
вічності.  

Дослідження розподілів контактного тиску і 
напружено-деформованого стану елементів конс-
трукцій торсіонних валів підвіски бойових бро-

ньованих машин за варіювання властивостей 

матеріалів, форми контактуючих поверхонь та із 
урахуванням пружно-пластичного деформуван-

ня. Як зазначається у [1], основну складність ста-
новить пружно-пластичне деформування тіла вала 
із урахуванням контактної взаємодії зі спряжени-
ми деталями (контактує ГТВ із шліцьовою втул-
кою (ШВ), і саме цей контакт передає крутний 
момент на вал). Таким чином, має місце фізична 
та структурна нелінійності. При цьому контактна 
взаємодія та НДС ТВ  суттєво залежать  від історії 
навантаження. Відомим фактом є те, що на етапі 
виготовлення торсіонний вал проходить техноло-
гічну операцію подвійного заневолювання. Відпо-
відно, будемо мати відчутний вплив форми повер-
хонь у контактному спряженні ГТВ із ШВ. 

Як зазначено у [1], для розрахунків обираєть-
ся ТВ, близький за розмірами та конструктивним 
виконанням до аналогічних елементів у системі 
підресорювання ЛБМ типу БТР-80 та йому подіб-
них. Номінальна форма та розміри ТВ наведені  на 
рис. 3. 

На рис. 4 представлена діаграма деформу-
вання ТВ, на рис. 5 – типовий сектор ТВ, на рис. 5, 
в – умови антисиметрії, викликані закручуванням 
муфти на ГТВ.  ТВ навантажується завдяки його 

повороту на певний кут закручування γ .  

 

 

 
 

Рисунок 3 –  Геометрична модель торсіонного валу, що 
досліджується, зі зрізом на головці (симетрична поло-

вина) [коротка] 
 

 

Рисунок 4 – Діаграма деформування матеріалу то-
рсіонного вала 
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в 

Рисунок 5 – Розрахункова схема сектора  
торсіонного валу: 

а – скінченно-елементна модель (220 тис. вузлів), 
б –циклосимметрична постановка (умови симетрії),  

в – умови анти симетрії 
 
Номінальна форма спряження «ГТВ – ШВ» 

передбачає повне співпадіння їх робочих повер-
хонь у зоні контакту. Порушення (збурення) фор-
ми контактуючих поверхонь моделюється шляхом 
видалення матеріалу вздовж осьового напрямку, 
яке в проекції описується дугою кола радіуса R 
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(рис. 6). Величина зрізу на головці торсіонного 
валу змінюється в діапазоні 
∆R∈[0;0,1;0,2;0,3;0,4;0,5] мм, що дозволяє дослі-
дити вплив геометричних відхилень на характер 
контактної взаємодії.  

 
 

¼ L

L

∆R

 
 

Рисунок 6 – Збурення форми зазору у спряженні 
«головка торсіонного валу – шліцьова втулка» 
 
У результаті такого моделювання зазор між ро-

бочими поверхнями головки торсіонного валу та 
шліцьової втулки набуває ненульового значення. 
При цьому величина зазору зростає в напрямку гал-
тельного переходу, який є перехідною зоною між 
головкою торсіонного валу та його стеблом. Як і у 
роботі [1], обираються такі характеристики матеріа-
лу ТВ: модуль пружності Е = 2,1·1011 Па, коефіцієнт 
Пуасона ν = 0,3, межа плинності σТ = 1600 МПа, 
дотичний модуль ЕК  = 4000 МПа. 

Обирається наступна історія навантаження: 
два етапи – закрутка І [ ]10;∈τ  (закручування на 

кут 20°) та зняття навантаження ІІ – розвантажен-
ня [ ]2;1∈τ , а також τ – параметр умовного «часу» 

та розподіл крутного моменту, 0τ – момент, що 

відповідає нульовому крутному моменту (рис. 7). 
Розглядаються такі варіанти:  
№ 1 – номінальний (нульовий зазор контакту);  
№ 2 – змінний початковий зазор із коловим 

розподілом та максимальною величиною його 

стрілки ∆ = 100 мкм;  
№ 3 – варіант, подібний до варіанту № 2, проте 

зі значенням ∆ = 200 мкм;  
№ 4 – варіант, подібний до варіанту № 2, проте 

зі значенням ∆ = 300 мкм;  
№ 5 – варіант, подібний до варіанту № 2, проте 

зі значенням ∆ = 400 мкм;  
№ 6 – варіант, подібний до варіанту № 2, проте 

зі значенням ∆ = 500 мкм. 
 Результати розрахунків – розподіл еквівалент-

них напружень за Мізесом у СТВ, еквівалентних 
пластичних деформацій у ГТВ та у СТВ для всіх 
варіантів  –  представлені у табл. 1–6. 

 

 

 
 

Рисунок 7 – Історія двоетапного навантаження  
(варіант № 1)  

 

На рис. 8–13 представлені розподіли контак-
тного тиску у ГТВ.  

 

                      
а                                         б 

Рисунок 8 – Розподіл контактного тиску (варіант № 1) у головці торсіонного валу, МПа: 
а – τ  = 1 с; б – 0ττ =  = 1,695 с 

 
Таблиця 1 – Розподіл компонент напружено-деформованого стану (варіант № 1) у торсіоні 

 

τ , с Значення Картина розподілу (варіант № 1) 

еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 

1 
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Закінчення табл.1 
τ , с Значення Картина розподілу (варіант № 1) 

еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 
1,695 
( 0τ ) 

  

еквівалентні пластичні деформації у головці торсіонного валу 

1 

  
еквівалентні пластичні деформації у стеблі торсіонного валу 

1 

 
 

 

Таблиця 2 – Розподіл компонент напружено-деформованого стану (варіант № 2, ∆  = 100 мкм) у торсіоні 
 

τ , с Значення Картина розподілу 
еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 

1 

  

1,699 
( 0τ ) 

  
еквівалентні пластичні деформації у головці торсіонного валу 

1 

  
еквівалентні пластичні деформації у стеблі торсіонного валу 

1 

  
Таблиця 3 – Розподіл компонент напружено-деформованого стану (варіант № 3, ∆  = 200 мкм) у торсіоні 

 

τ , с Значення Картина розподілу 
еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 

1 
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Закінчення табл.3 

τ , с Значення Картина розподілу 

еквівалентні пластичні деформації у головці торсіонного валу 

1 

  
еквівалентні пластичні деформації у стеблі торсіонного валу 

1 

  
 

    
а б 

а – τ  = 1 с; б – 0ττ =  = 1,695 с 

Рисунок 9 – Розподіл контактного тиску (варіант № 2) у головці торсіонного валу, МПа 
 

Таблиця 4 – Розподіл компонент напружено-деформованого стану (варіант № 4, ∆  = 300 мкм) у торсіоні 
 

τ , с Значення Картина розподілу 
еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 

1 

  

1,709 
( 0τ ) 

  

еквівалентні пластичні деформації у головці торсіонного валу 

1 

  

еквівалентні пластичні деформації у стеблі торсіонного валу 

1 
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Рисунок 11 – Розподіл контактного тиску (варіант № 4, ∆  = 300 мкм) у головці торсіонного валу, МПа 

 

  

а б 
 

 Рисунок 10 – Розподіл контактного тиску (варіант № 3) у ГТВ, МПа: а – τ  = 1 с; б – 0ττ =  = 1,704с 
 

Таблиця 5 – Розподіл компонент напружено-деформованого стану (варіант № 5, ∆  = 400 мкм) у торсіоні 
 

τ , с Значення Картина розподілу 

еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 

1 

  

1,713 
( 0τ ) 

  

еквівалентні пластичні деформації у головці торсіонного валу 

1 

  
еквівалентні пластичні деформації у стеблі торсіонного валу 

1 

  
 

 
 

а б 

а – τ  = 1 с; б – 0ττ =  = 1,713с 

Рисунок 12 – Розподіл контактного тиску (варіант № 5, ∆  = 400 мкм) у головці торсіонного валу, МПа 
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Таблиця 6 – Розподіл компонент напружено-деформованого стану (варіант № 6, ∆  = 500 мкм) у торсіоні 
 

τ , с Значення Картина розподілу 

еквівалентні напруження за Мізесом у стеблі торсіонного валу, МПа 

1 

  

1,716 
( 0τ ) 

  
еквівалентні пластичні деформації у головці торсіонного валу 

1 

  

еквівалентні пластичні деформації у стеблі торсіонного валу 

1 

  

 

  
а б 

а – τ  = 1 с; б – 0ττ =  = 1,716 с 

Рисунок 13 – Розподіл контактного тиску (варіант № 6, ∆  = 500 мкм) у головці торсіонного валу, МПа 
 

Аналіз результатів розрахунків свідчить, що 
для варіанта 1 еквівалентні напруження за Мізе-
сом, а також пластичні деформації в головці тор-
сіонного валу перевищують відповідні значення у 
його стеблі. Для варіанта 2 істотних якісних змін у 
характері розподілів напружень і деформацій 
порівняно з варіантом 1 не спостерігається, однак 
їх кількісні рівні мають тенденцію до зниження. 

Аналогічне зменшення відзначається і для рів-
ня контактного тиску в зоні ГТВ. Відзначені вище 
тенденція стосовно розподілів та рівнів контактного 
тиску, напружень та деформацій зберігається і для 
варіанту 3. Аналогічний характер змін фіксується і 
для варіанта 4. що свідчить про стабільність виявле-
них закономірностей. 

Для варіанта 6 тенденції, характерні для по-

передніх варіантів, у частині розподілу контактно-
го тиску зберігаються, тоді як вплив на НДС про-
являється менш виражено.  

Узагальнюючи результати для варіантів 1–6, 
можна зробити висновок, що варіювання зазору в 
контакті між головкою торсіонного валу та шлі-
цьовою втулкою істотно впливає на характер кон-
тактної взаємодії та напружено-деформований 
стан елементів спряження. 

Аналіз результатів досліджень контактної 
взаємодії та напружено-деформованого стану 

торсіонних валів легкоброньованих машин. Як 
зазначено у [1], рівень модифікації (величина зрізу 
∆  (тотожно дорівнює R∆  на рис. 6)  на шліці у 
зоні, наближеній до ГП) суттєво впливає на рівень 
переміщень – вони знижуються при зростанні ∆  від 
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0 до 5⋅10-4 м із 5⋅10-2 м до 10-2 м, тобто вп’ятеро. 
У результаті модифікації робочої поверхні ГТВ 

спостерігається зниження загального рівня напру-
жень у ТВ приблизно на 140 МПа відносно початко-
вого значення 1775 МПа, тоді як у СТВ істотних 
змін не зафіксовано. 

Виявлене зниження зумовлене значним зни-
женням рівня контактного тиску в зоні ГТВ – з при-
близно 2500 МПа до близько 1000 МПа, що відпові-
дає зменшенню майже у 2,5 раза. 

Рівень пластичних деформацій у ТВ також 
знижується, однак ступінь цього зниження є менш 
вираженим порівняно зі зменшенням контактного 
тиску. 

Узагальнюючи отримані результати, можна 
констатувати позитивний вплив модифікації робочої 
поверхні ГТВ на напружений стан, рівень контакт-
ного тиску та переміщень у ТВ. 

Висновки. Здійснені розробки та дослідження 
дають основу для таких висновків. 

1. Розроблено принципово новий підхід до мо-
делювання напружено-деформованого стану торсі-
онних валів систем підресорювання легких броньо-
ваних машин, що базується на покроковому відтво-
ренні їх напруженого-деформованого стану. На 
відміну від традиційних методів, у межах єдиної 
комплексної моделі одночасно враховуються струк-
турна та фізична нелінійності матеріалу, історія 
навантаження, а також параметричне моделювання 
геометрії об’єкта і умов його навантаження.  

Запропонований підхід забезпечує поєднання 
фізичної адекватності опису реальних процесів де-
формування з можливістю суттєвого скорочення 
обчислень без зниження точності результатів. 

2. З метою інтенсифікації чисельного аналізу на-
пружено-деформованого стану торсіонних валів адап-
товано та розвинено інтегрований метод, що поєднує 
варіаційні постановки задач механіки деформівного 
твердого тіла з методом узагальненого параметрично-
го моделювання. Зазначений метод, на відміну від 
традиційних підходів, забезпечує гнучке варіювання 
об’єкта дослідження у всіх його аспектах. Це створює 
можливість організації цілеспрямованого пошуку 
раціональних проєктно-технологічних рішень торсі-
онних валів на основі строгих постановок задач аналі-
зу їх міцності та довговічності. 

3. Розроблено узагальнені постановки чисельно-
го аналізу міцності та довговічності торсіонних валів 
систем підресорювання легких броньованих машин, 
що ґрунтуються на інтеграції методу скінченних еле-
ментів і методу узагальненого параметричного моде-
лювання процесів і станів у механічних системах. На 
відміну від традиційних постановок, запропонований 
підхід забезпечує можливість не лише одиничного 
аналізу, а й проведення багатоваріантних чисельних 
досліджень із подальшим обґрунтуванням прогресив-
них технічних рішень за критеріями міцності та дов-
говічності. 

4. Практичні можливості розроблених підходів, 
моделей і методів досліджень підтверджено на тес-
тових стендах, що демонструє їх придатність для 
використання у прикладних інженерних і проєктних 
задачах. 
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