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ТЕХНОЛОГІЯ ФОРМОУТВОРЕННЯ ТА АНАЛІЗУ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ  
ДЕТАЛЕЙ МАШИН 

 

Елементи трансмісій та інших конструкцій у багатьох випадках мають складну форму контактуючих поверхонь. З одного боку, ця форма 

визначається з кінематичних умов тобто мається на увазі передача руху між елементами конструкцій. З іншого боку, існує обмеження щодо 

міцності. Зокрема, це змушує створювати контактуючі поверхні близької форми. У результаті виникає зв’язана задача синтезу геометричної 

форми та аналізу кінематичної взаємодії складнопрофільних тіл. Для цього розроблено загальний підхід, що дає можливість цілеспрямовано 

варіювати форму контактуючих тіл. При цьому варійована геометрична форма апроксимується якісними призматичними скінченними елемен-

тами. Для цього формується топологічно регулярна сітка скінченних елементів. У результаті забезпечується можливість управляти побудовою 

досліджуваних об’єктів, а також здійснювати багатоваріанті розрахунки в автоматизованому режимі. Відповідно, цей масив інформації стає 

основою для установлення закономірностей впливу різних чинників на напружено-деформований стан контактуючих тіл. Це також дає 

можливість формування рекомендацій стосовно обґрунтування прогресивних технічних рішень вузлів,  які поєднують окремі елементи 

конструкцій. Отже, забезпечуються і функціональні властивості цих вузлів, і обмеження, наприклад, за міцністю та довговічністю. На прикладі 

двопараметричних передач проілюстровано застосування та ефективність розроблених методів і моделей. Підтверджено відповідність результатів, отри-

маних різними методами. 

Ключові слова: складнопрофільні тіла; контактна взаємодія; напружено-деформований стан; кінематична взаємодія 
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TECHNOLOGY OF SHAPING AND ANALYSIS OF CONTACT INTERACTION OF MACHINE PARTS 

 
Elements of transmissions and other machine parts in many cases have a complex shape of contacting surfaces. On the one hand, their form is determined 

by kinematic conditions associated with the transfer of motion between structural elements. On the other hand, the design geometry is limited by strength 

criteria. Keeping the shape of the contacting surfaces as close to each other as possible generally facilitates the reduction of stress levels. As a result, there is 

a combined problem of synthesis of geometric form and analysis of kinematic interaction of complex-profile bodies. A general approach that implements 

objective-driven variation of the shape of the contacting bodies has been developed for this purpose. At the same time, the varied geometric shape is ap-

proximated by prismatic finite elements. A topologically regular mesh of finite elements is formed. As a result, it is possible to parametrize the geometrical 

model of the researched objects, as well as to perform automated multivariate calculations. Accordingly, this array of information becomes the basis for 

establishing patterns of influence of various factors on the stress-deformed state of contacting bodies. It also makes it possible to formulate 

recommendations regarding the substantiation of advanced technological solutions of machine parts that transmit mechanical loads through moving contact. 

Therefore, both the functional properties of these structural components and limitations, for example, in terms of strength and durability, are provided. A 

method of geometric shape synthesis integrated with generalized parametric modeling was developed, as well as an approach to geometric synthesis of the 

shape of kinematically generated surfaces. This makes it possible to calculate the distribution of contact pressure and the stress-strain state of contacting 

complex bodies. For the formation of high-quality finite-element models, a method based on the creation of topologically regular mesh in the curvilinear 

coordinates of the working surfaces is proposed. The application and effectiveness of the developed methods and models are illustrated on the example of 

two-parameter transmissions. Correspondence of the results obtained by different methods was confirmed. 

Keywords: complex-profile bodies; contact interaction; stress-strained state; kinematic interaction 

 

Вступ. Елементи сучасних конструкцій проєкту-

ються з урахуванням множини  критеріїв. Насамперед 

висуваються вимоги виконання заданих функцій. На-

приклад, для елементів зубчастих передач – це зміна 

кутової швидкості обертання коліс, для валів – можли-

вість обертання в опорах, для шліцевих з’єднань – пере-

дача обертання з можливим зміщенням, а для осьових 

гідрооб’ємних передач із кульковими поршнями – це 

можливість перекочування куль по статорному кільцю 

(для шарикопідшипників – аналогічна вимога). 

Перелічені вимоги задовольняються за рахунок ви-

бору традиційних конструктивних рішень. Як правило, 

при цьому залишається свобода вибору геометричних 

параметрів (діаметр, ширина тощо). Саме за рахунок 

варіювання цих традиційних чисельних параметрів на 

етапі розрахунків забезпечується, наприклад, міцність та 

довговічність.  

Описаний традиційний підхід стає непридатним 

при створенні нових типів конструкцій, які забезпечу-

ють більш складні види рухів, наприклад, це двопараме-

тричні передачі [1]. Вони дають можливість, крім обер-

тання, забезпечувати взаємне зміщення зубчастих коліс 

без втрати контакту. Уже на етапі синтезу геометричної 

форми робочих поверхонь зубчастих коліс втрачається 

можливість опису цієї форми обмеженою множиною 

чисельних параметрів. При цьому робочі поверхні у 

загальному випадку не тільки не описуються аналітич-

но, а отримуються чисельно у вигляді хмар пар попарно 

спряжених точок. 

У такому разі варійованим «параметром» є сама 

форма однієї зі сполучених поверхонь. Вона може змі-

нюватись як «глобально» (тобто зі збереженням подіб-

ності, але змінюється у розмірах), так і «локально» (тоб-

то зміна околу будь-якої її точки). Остання обставина є 

важливою перешкодою застосування звичайного апара-

ту параметричної оптимізації. Справа у тому, що у ре-

зультаті множина «параметрів» стає, на відміну від тра-

диційної скінченновимірної, нескінченновимірною. 

Відповідно, потрібна розробка загального підходу 

до розв’язання згаданих вище двозв’язаних задач, що і є 

предметом цієї статті. 

Аналіз існуючих методів синтезу геометрич-

ної форми та аналізу контактної міцності елемен-

тів конструкцій. Синтез геометричної форми робочих 

поверхонь у випадку кінематично зв’язаних тіл підпо-

рядковується основній умові [1, 2]:  
 

( )nv ,12 = 0,   (1) 
 

де 12v  – швидкість відносного руху сполучених тіл; 

n  – вектор загальної нормалі у точці дотику. 

Дотримуючись [1], можна для ідентифікації форми 
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робочої поверхні одного із тіл ввести узагальнений па-

раметричний опис [1]:  

)( pSS II = ,   (2) 
 

де р – «узагальнений параметр» (сукупність інформації, 

яка дає можливість однозначно побудувати цю поверх-

ню IS ). 

Тоді подання (2), будучи інтегрованим у (1), набу-

ває вигляду 

0)(1 =pL ,   (3) 
 

де 1L  – оператор, що залежить від типу конструкції. 

Співвідношення (3) становить у загальному вигляді 

задачу геометричного синтезу щодо «узагальнених па-

раметрів» р . Ці параметри природним чином перехо-

дять у задачу аналізу напружено-деформованого стану 

(НДС) контактуючих тіл. Дійсно, із (3) за заданим набо-

ром параметрів р  відновлюється поверхня IIS , спря-

жена з IS . 

Тоді, маючи у розпорядженні IS  і IIS , можна до-

будувати 3 D  області IΩ  та IIΩ  (відповідно, які за-

ймають тіла I та II). 

Після побудови  поверхонь IS , IIS  та  областей 

IΩ , IIΩ  можна розв’язувати задачу аналізу НДС конта-

ктуючих тіл. При цьому можна відокремити 3 напрями 

[3]. Перший базується на моделі Герца [3]. Контактуючі 

тіла IΩ , IIΩ  моделюються напівнескінченними пара-

болоїдами. У кожній точці стикання геометрична інфо-

рмація обмежується кривизнами поверхонь IS  і IIS . На 

основі цієї інформації визначається область контакту 

(еліпс) та розподіл контактного тиску (напружень) q . За 

їх максимальним рівнем оцінюється міцність тіл I і II.  

На розвиток цього напряму можна відмовитися від 

подання тіл I і II у вигляді параболоїдів. Це – другий 

напрямок. У його рамках ці тіла подаються як два напів-

простори. Між ними існує зазор, аналогічний зазору між 

IS  і IIS  у початковий момент стикання без наванта-

ження. Тоді можна, залучаючи метод граничних інтег-

ральних рівнянь або варіаційний принцип Калькера [4], 

запропонувати розв’язувальні  рівняння відносно q  на 

поверхні напівпростору.  

Третій напрямок базується на нехтуванні спрощу-

ючими припущеннями перших двох. При цьому ста-

виться задача визначення 3 D  тіл IΩ  і IIΩ , які можуть 

контактувати на поверхнях IS  і IIS . При цьому у зага-

льному випадку невідомі і форма дійсної області конта-

кту, і розподіл контактного тиску, і напружено-

деформований стан контактуючих тіл. 

Одним із найпотужніших підходів для розв’язання 

задачі у останньому випадку є використання апарату 

теорії варіаційних нерівностей [5–8]. При  його застосу-

ванні задача зводиться до пошуку екстремуму функціо-

налу повної внутрішньої енергії на множині пружних 

переміщень u . Ці переміщення повинні відповідати 

умовам непроникнення тіл одне у інше.  

Крім того, ще одним із потужних методів аналізу 

контактної взаємодії пружних тіл є варіаційний принцип 

Калькера та метод граничних елементів на його основі 

[1, 9–12]. При цьому важливо, щоби у такі макромоделі 

інтегрувалися мікромоделі властивостей поверхневих 

шарів (шорсткість, напилення, плівки, покриття, тертя, 

адгезія тощо) [13–22]. 

Розроблені методи та моделі не вичерпують усіх 

проблемних питань стосовно контактної взаємодії, осо-

бливо для складнопрофільних тіл [1–3]. 

Загальний підхід до розв’язання задачі дослі-
дження контактної взаємодії складнопрофільних тіл 

із кінематично генерованими поверхнями. Форму-

вання геометричної моделі об’єктів дослідження. Роз-

глядається контакт двох тіл I та II форми (див. вище), які 

здійснюють два види можливих рухів один відносно 

іншого. Вони відповідають умові (1). Назвемо поверхні 

IS  і IIS  цих тіл кинематично генерованими поверхня-

ми (КГП). Самі тіла, які займають 3 D  області IΩ  і 

IIΩ , назвемо складнопрофільними тілами (СПТ). Це 

викликано тим, що форма поверхонь цих тіл у загально-

му випадку не описується аналітично (див. вище), тобто 

розглядається контакт СПТ із КГП. 

Пропонується наступний спосіб синтезу геометри-

чної форми  IS  і IIS : 

1) задається параметризація форми поверхні 

),( θαII SS = ; тут координати θα ,  визначають поло-

ження поточної точки поверхні IS : 
 

),,( pII θα= rr ;  (4) 
 

2) параметри р у (3) визначають свободу у виборі 

форми поверхні IS , у цілому ці параметри є довільними 

та варіюються; 

3) при підстановці (4) у (1)  та (3) отримуємо 
 

0),,(1 =θα pL ;  (5) 
 

4) із системи рівнянь (1)–(5) визначається поверхня 
 

),,( pSS IIII θα= ;  (6) 
 

5) поверхня IIS  визначається, з одного боку, у сис-

темі координат ),( θα  поверхні IS ; з іншого боку, спів-

відношення (6) визначають також параметричну залеж-

ність від «узагальнених параметрів» р; 

6) у результаті при певному виборі поверхні IS  

поверхня IIS  визначається у вигляді хмари точок 
 

),,( pIIII θαrr = ,  (7) 
 

спряжених точкам ),,( pI θαr . 

Формування чисельної моделі складнопрофільного 

тіла із кінематично генерованою поверхнею. Як зазна-

чалося вище, через особливості об’єкта досліджень для 

аналізу напружено-деформованого стану контактуючих 

СПТ із кінематично генерованими поверхнями перева-

жно використовуються чисельні процедури. Однак мо-

жливе застосування і аналітичних моделей на початко-

вих етапах. Розглянемо 3 варіанти таких моделей. 

Аналітична модель Герца. Маючи у розпорядженні 

моделі поверхні IS  (3), (4) та IIS  (6), можна визначити 

розподіл зазору між цими поверхнями 
 

),,( pIIIIII θα∆=∆ −− .  (8) 
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Квадратична форма (8) від координат θα,  дає 

змогу визначати тензор кривизн, а за відомими зале-

жностями моделі Герца [1] – розподіл контактного 

тиску q . Оскільки аналітичні залежності (8) побуду-

вати важко, для цього можна застосувати напіваналі-

тичний метод. Він полягає в тому, що на поверхні IS  

та IIS  у координатах θα,  накидається сітка дискрет-

них точок. У кожній точці цієї множини за співвід-

ношеннями (4) та (6) визначається (8). Далі обчислю-

ється набір max
minq , де nm, – номера точок вздовж ко-

ординат θα,  відповідно. Для оцінки міцності задію-

ється рівень контактного тиску 
 

( )max
min

,
max qq

nm
=∨ .          (9) 

 

Адаптація методу граничних елементів для побу-

дови чисельної моделі напружено-деформованого стану 

складнопрофільних тіл із кінематично генерованими 

поверхнями.  У разі застосування методу граничних еле-

ментів (МГЕ) передбачається, що на загальну дотичну 

площину до поверхонь IS  та IIS  у точці множини Λ  

накидається триангуляційна сітка. На цій сітці шуканий 

тиск апроксимується, наприклад, кусково-лінійними 

функціями mnϕ  [1] 

∑
Λ∈

ϕ⋅≈
nm

mnmnqq
,

,       (10) 

 

де mnq  – вузлові значення q . 

Для визначення  mnq  апроксимація (10) підставля-

ється у функціонал Калькера [1] 
 

min)()(
2

1

)()( ~~

→δ−+⋅=Φ ∫∫
SS

dShqdSqwq , (11) 

 

де w  – потенціал Буссінеска-Черутті; 
~S – поверхня можливого контакту. 

У результаті шукаємо мінімум квадратичної форми 

за умови невід’ємності контактного тиску: 
 

0min,),( ≥→Φ mnmnmn qqq .  (12) 
 

За знайденим q  за відомими співвідношеннями 

теорії пружності визначається напружено-

деформований стан складнопрофільних тіл з КГП, а 

потім за рівнем напружень оцінюється міцність цих тіл. 

Адаптація методу скінченних елементів для побу-

дови чисельної моделі напружено-деформованого стану 

складнопрофільних тіл із кінематично генерованими 

поверхнями. Особливий інтерес для випадку контакту 

СПТ з поверхнями, що кінематично генеруються, стано-

вить метод скінченних елементів (МСЕ). І тут відправ-

ними є співвідношення теорії варіаційних нерівностей 

(ТВН) [1, 5–7]. Вони зводяться до мінімізації функціо-

налу повної внутрішньої енергії системи тіл 
 

min),,( →puuI    (13) 
 

на множині переміщень, що задовольняють умовам 
 

III
n
S

n
S III

uu −∆≤+ .   (14) 

 

Тут nu∗  – нормальні переміщення на відповідних повер-

хнях, а III −∆  –  зазор по нормалі між IS  та  IIS . У цьо-

му випадку u апроксимується на сітці скінченних елеме-

нтів: 

∑∑ ⋅=⋅=
II

IIII

I

II

X

XX
II

X

XX
I uuuu ψψ ; ,           (15) 

 

де III uu ,  – розподіл переміщень у областях IΩ  та  

IIΩ  відповідно,   

       III XX ,  – множина вузлів скінченно-елементної 

сітки,  

        
III XX ψψ , – базисні функції МСЕ, які відповідають 

поточним вузлам III XX , . 

Традиційна технологія МСЕ у випадку СПТ з кі-

нематично генерованими поверхнями модифікується. 

Зокрема, для підвищення точності апроксимації (15) 

рекомендується застосування призматичних скінченних 

елементів. Вони краще тетраедральних. Однак для випа-

дків складної геометричної форми IS  та IIS  автомати-

чні мешери сітку із призматичними елементами можуть 

не створити. Тому пропонується таку сітку будувати у 2 

етапи. На першому етапі будується топологічно регуля-

рна чотирикутна сітка пар вузлів у координатах θα , . 

Ця сітка має два типи вузлів на IS  та IIS . Кожен із вуз-

лів на IS  має спряжений йому вузол на IIS , і навпаки. 

На другому – сітки на IS  та IIS  протягуються (операція 

«sweep») всередину об’ємів IΩ  та IIΩ  відповідно. 

Отримується топологічно регулярна сітка скінченних 

елементів. 

Далі застосовується звичайна процедура МСЕ: ви-

значаються контактний тиск q  та компоненти НДС тіл I 

і II. Міцність оцінюється за рівнем діючого напруження. 

Розв’язання прикладних задач із застосуванням 

запропонованого підходу. Ілюстрація підходу – на при-

кладі двопараметричних передач [1]. Поверхня IS  

утворена обертанням евольвенти Е відносно певної осі 

Oz  (рис.  1). На рис. 2 наведена початкова поверхня для 

формування робочих поверхонь зубів спряженого зу-

бчастого колеса цієї двопараметричної передачі. 

 

 
 

Рисунок  1 – Формування поверхні IS   

 

 
 

Рис. 2 – Лінії зубів на конічному колесі 

 

На рис. 3 наведена  скінченно-елементна модель 

зуба колеса двопараметричних передач, на рис. 4 – кон-
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кретні основні параметри, а на рис. 5 – робоча поверхня 

зуба конічного колеса.  

Для експрес-аналізу контактного тиску за Герцем 

побудовані напрями головних кривизн робочої поверхні 

зуба на конічному колесі (рис. 6, 7). За обчисленими 

кривизнами визначено контактний тиск. Крім того, здій-

снено розрахунок НДС за допомогою МСЕ (рис. 8). На 

рис. 9, 10 – контактні зони та розподіл контактного тис-

ку, а також локальна концентрація напруження у зоні 

контакту у центральній площині.  

Характер розподілу контактного тиску і зон конта-

кту за моделлю Герца і МСЕ ідентичні (кількісна від-

мінність – у межах 10%).  

 

 

лицевая сторона 

тыльная сторона 

 
 

Рисунок 3 – Скінченно-елементна модель зуба колеса  

двопараметричної передачі 

 

 
а 

 
б 

 

Рисунок  4 – Основні розміри колеса:   

а – циліндричного;  б – «плоского» конічного 

 

 

 

 

 

 
Рисунок  5 – Робоча поверхня зуба конічного колеса 

 

Висновки.  У роботі описано новий підхід до до-

слідження напружено-деформованого стану складноп-

рофільних тіл із кінематично генерованими поверхнями 

з урахуванням контактної взаємодії. При цьому можна 

відзначити такі обставини. 
 

 
 

Рисунок 6 –  Напрями головних кривизн, що відповідають 

негативним радіусам кривизни 

 
 

Рисунок  7 –  Напрями головних кривизн, що відповідають 

позитивним радіусам кривизни 

 

 
 

 
 

Рисунок  8 – Скінченно-елементна сітка коліс «плоскої» 

циліндро-конічної передачі,  закріплення та навантаження 
 

 

1. Для формування геометричної форми робочих 

поверхонь контактуючих тіл розроблено метод форму-

вання їх у вигляді множини пар спряжених точок на 

різних контактуючих поверхнях. Таким чином, вихо-

дить 2 хмари попарно спряжених точок. Це, з одного 

боку, ускладнює застосування традиційних методів роз-

рахунку НДС цих тіл. Однак, з іншого боку, саме таким 

Лицева сторона 

Тильна сторона 
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шляхом можна розв’язувати задачу синтезу геометрич-

ної форми кінематично генерованих поверхонь. 
 

 

   
 

 

Рисунок  9 – Контактні зони і розподіл контактного тиску 
 

 
 

Рисунок  10 – Локальна концентрація напруження у зоні 

контакту у центральній площині 

 

2. Розроблений метод синтезу геометричної форми 

інтегрований із узагальненим параметричним моделю-

ванням. Це дає можливість, на відміну від традиційних 

підходів, варіювати об’єкт досліджень при варіюванні як 

чисельних параметрів, та й будь-яких інших. Таким чи-

ном, створюється потенційна можливість цілеспрямова-

ного пошуку раціональних технічних рішень таких 

СПТ, наприклад, за критеріями міцності. 

3. Розроблений підхід до геометричного синтезу 

форми кінематично генерованих поверхонь дає можли-

вість розраховувати розподіл контактного тиску та на-

пружено-деформованого стану контактуючих складноп-

рофільних тіл. Зокрема, описано адаптацію напіваналі-

тичної моделі Герца, а також методи граничних та скін-

ченних елементів. 

4. Для формування якісних скінченно-елементних 

моделей запропоновано метод, який ґрунтується на 

створенні топологічно регулярних сіток у криволінійних 

координатах робочих поверхонь. У результаті будують-

ся скінченно-елементні моделі із призматичних скінчен-

них елементів, які мають підвищену точність апрокси-

мації шуканих змінних порівняно з тетраедральними. 

5. На прикладі двопараметричних передач проілю-

стровано застосування та ефективність розроблених 

методів і моделей. Підтверджено відповідність результа-

тів, отриманих різними методами. 

У цілому розроблений підхід  можна застосовувати 

до дослідження напружено-деформованого стану широ-

кого спектру складнопрофільних тіл із кінематично ге-

нерованими поверхнями. 
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