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ЦІЛЬОВА ФУНКЦІЯ ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ ШВИДКОДІЇ ЗАМКНУТОГО  

ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНИЗМУ, УТВОРЕНОГО ДВОМА ПРОСТИМИ ПЛАНЕТАРНИМИ 

МЕХАНІЗМАМИ ДЖЕЙМСА 

 
Представлені результати побудови математичної моделі оцінки швидкодії проєктованої конструкції замкнутого планетарного механізму, утвореного 

з двох простих планетарних механізмів Джеймса. Швидкодія проєктованої конструкції механізму оцінюється величиною приведеного до його 

вхідного валу моменту інерції ланок механізму. Модель є безрозмірною функцією (аналог приведеного моменту інерції) двох змінних – передаточ-

них відношень простих планетарних механізмів і набору числових параметрів. Параметри враховують значення коефіцієнтів, що характеризують 

моделі інерції мас зубчастих коліс і водилів, конструктивні та міцнісні обмеження зовнішніх зубчастих зачеплень простих планетарних механізмів 
Джеймса, а також структуру цих механізмів. Набір значень параметрів і діапазон варіювання можливих значень передаточних відношень простих 

планетарних механізмів впливають на положення мінімуму аналога приведеного моменту інерції. Виконаний аналіз впливу чисел сателітів прос-

тих планетарних механізмів і моменту інерції водила диференціального механізму на положення мінімумів аналогів приведеного моменту 

інерції замкнутого планетарного механізму при розрахунках на контактну і згинальну міцності. На основі функції аналога приведеного момен-

ту інерції будується цільова функція параметричної оптимізації проєктної швидкодії конструкції замкнутого планетарного механізму. 

Ключові слова: простий планетарний механізм Джеймса (типу AI ); замкнутий планетарний механізм; момент інерції зубчастого колеса; мо-

мент інерції водила; момент інерції планетарного механізму; контактна міцність зубчастого зачеплення; згинальна міцність зубчастого зачеплення; 
параметрична оптимізація; параметрична оптимізація приведеного моменту інерції планетарного механізму 
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OBJECTIVE FUNCTION OF PARAMETRIC OPTIMIZATION OF THE SPEED OF A CLOSED 

PLANETARY MECHANISM FORMED BY TWO SIMPLE JAMES PLANETARY MECHANISMS  

 
The results of building а mathematical model of estimation the speed of the designed construction of the closed planetary mechanism formed from two 

simple planetary mechanisms of James are presented. The speed of the designed construction of the mechanism is estimated by the value of the equiva-

lent moment of inertia of the mechanism links reduced to its input shaft. A model is a dimensionless function (analogue the equivalent moment of 

inertia) of two variables - transmission relations of simple planetary mechanisms, and set of numerical parameters. The parameters take into account 

the values of the coefficients that characterize the mass inertia models of gears and planet carriers, the design and strength limitations of external gears 

of simple planetary mechanisms of James, as well as the structure of these mechanisms. Set of values of parameters and range of varying of possible 

values of transmission relations of simple planetary mechanisms influence on position of a minimum of the analogue the equivalent moment of inertia. 

The influence of the number of planetary gears of simple planetary mechanisms and the moment of inertia of the planet carrier of the differential 

mechanism on the positions of the minima of the analogues of the reduced moment of inertia of a closed planetary gear was analyzed in calculations for 

contact strength and bending strength. Based on the function of the analogue of the equivalent moment of inertia, the objective function of parametric 

optimization of the project fast-acting of the design of a closed planetary mechanism is built. 

Keywords: simple James planetary mechanism (mechanisms type AI ); closed planetary mechanism; moment of inertia of gear-wheel; moment of inertia 

of the planet carrier; moment of inertia of the planetary mechanism; contact strength of the gearing; bending strength of the gearing; parametric optimization; 

parametric optimization of the equivalent moment of inertia of the planetary mechanism 
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Вступ. У електромеханічних приводах вантажо-

підйомного устаткування літаків застосовують конс-

трукції замкнутих планетарних передач [1]. Як прави-

ло, ці приводи працюють у стартстопному режимі з 

обмеженнями на часові показники циклограм їх ванта-

ження. Тому швидкодія цих приводів є однією з най-

важливіших характеристик їх конструкції. 

До сучасних конструкцій електромеханічних при-

водів різних авіаційних агрегатів пред’являються ви-

моги забезпечення підвищеної здатності навантаження 

і підвищеного ресурсу експлуатації з одночасним зме-

ншенням їх масогабаритних показників. При цьому 

часто ці вимоги конфліктують з вимогою по швидкодії 

проєктованої конструкції електромеханічного приводу. 

Іноді вирішення вказаного конфлікту призводить до 

ускладнення і збільшення часу проєктування констру-

кції електромеханічного приводу. Тому практичну 

значущість набувають розробки методик оптимального 

багатокритерійного проєктування конструкцій елект-

ромеханічних приводів авіаційних агрегатів, у тому 

числі – вантажопідйомного устаткування.  

Для оцінки швидкодії механічної передачі про-

єктованої конструкції електромеханічного приводу 

вибрана функція приведеного до вхідного валу ме-

ханічної передачі моменту інерції її рухомих ланок. 

Мета статті – побудова математичної моделі 

цільової функції параметричної оптимізації швидко-

дії замкнутого планетарного механізму, утвореного 

двома простими планетарними механізмами типу 

AI  з урахуванням можливих значень їх передаточ-

них відношень. 

Аналіз літератури. Дослідженню динаміки елек-

тромеханічних приводів із зубчастими передачами 

присвячено багато робіт. У цих роботах, як правило, 

для досліджень застосовують динамічну модель меха-

нічної системи із зосередженими параметрами. Струк-

тура і параметри моделі повинні відбивати характер 

руху і навантаження ланок реальної конструкції при-

воду. Для оцінки перехідних характеристик електроме-

ханічного приводу із зубчастою передачею можна 

обмежитися розглядом останньої у вигляді одномасо-

вої моделі із зосередженим інерційним параметром – 

приведеним моментом інерції до вхідного валу. 

Визначення приведеного моменту інерції різних 

кінематичних схем планетарних механізмів наводиться 

у роботі [2]. У цій роботі також досліджуються власти-

вості приведених моментів інерції планетарних механі-

змів для цілей оптимального проєктування планетар-

них механізмів за критерієм швидкодії. Проте в роботі 
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відсутній розгляд побудови цільових функцій оптимі-

зації приведеного моменту інерції для замкнутих пла-

нетарних механізмів. Дослідження властивостей мате-

матичної моделі приведеного моменту інерції рядно-

планетарних механізмів типу n× AI  розглянуті у ро-

боті [3]. У роботі даються рекомендації по розподілу 

загального передаточного відношення механізму по 

його ступеням. Але ці рекомендації відносяться тільки 

до кінематичних механізмів. Урахування умов міцності 

зубчастих зачеплень на вигляд функції приведеного 

моменту інерції механізму і її властивостей у роботі не 

розглядалися. 

Динамічна модель планетарного приводу типу 

AI  кривошипних пресів розглядається у роботі [4]. 

Динамічна модель приводу пресу представляється у 

вигляді трьохмасової моделі із зосередженими інерцій-

ними елементами, сполученими кінематичною умовою 

і безінерційними жорсткими зв’язками. Для спрощення 

математичної моделі приводу моменти інерції сателітів 

у відносному русі були приведені до моментів інерції 

основних ланок редуктора. 

Побудова динамічної моделі приводу допоміжної 

поверхні управління летальним апаратом для вивчення 

його ефективного функціонування розглянуто у роботі 

[5]. У конструкції приводу застосований двоступінчас-

тий епіциклічний зубчастий механізм, в якому функції 

водила реалізують зубчасті колеса із зовнішніми і внут-

рішніми зачепленнями. Динамічна модель приводу 

формується у вигляді механічної системи з одним обер-

тальним ступенем свободи (обертання вхідного валу 

приводу) і одним інерційним елементом – приведеним 

до вхідного валу моментом інерції планетарного редук-

тора. Рівняння руху моделі записується у вигляді дифе-

ренціального рівняння 1-го порядку відносно кутової 

швидкості обертання вхідного валу приводу. Розв’язок  

цього рівняння знаходився чисельним методом. 

Динамічна поведінка планетарного редуктора з 

двома центральними колесами з внутрішніми зачеп-

леннями (планетарний механізм типу II ) розглядаєть-

ся у статті [6]. Для аналізу динаміки редуктора викори-

стана механічна система із зосередженими параметра-

ми, що має чотири ступені свободи. Рівняння руху 

моделі отримані на основі рівнянь Лагранжа 2-го роду і 

представлені в матричній формі. Рівняння руху дина-

мічної моделі планетарного редуктора розв’язувалося у 

програмному середовищі Matlab Simulink. 

Структурне моделювання динаміки планетар-

ного редуктора кривошипного пресу в середовищі 

програмного комплексу SimulationX розглянуте у 

роботі [7]. Модель враховує пружні властивості 

ланок, наявність люфтів і сил тертя. Відзначається, 

що наявність люфтів в підшипниках водила збіль-

шує максимуми його прискорення. Теоретичне до-

слідження впливу структурної моделі інерції водила 

і сателітів на динамічну поведінку планетарної пере-

дачі типу 2K-H (планетарний механізм типу AI ) 

розглядається у роботі [8]. Розробка математичної 

моделі динамічних характеристик електромеханіч-

ного приводу з планетарним механізмом Джеймса 

наведена у роботі [9]. Математична модель приводу 

розроблена з урахуванням того, що усі ланки плане-

тарного механізму є жорсткими і відомі динамічні 

характеристики електродвигуна. Наведені аналітичні 

розв’язки для розробленої математичної моделі при-

воду. 

Дослідження мінімізації кінетичної енергії плане-

тарного механізму типу AI  розглядається у роботі 

[10]. Цільова функція кінетичної енергії механізму 

включає: кінетичну енергію обертання сонячного 

колеса (вхідний вал); кінетичну енергію руху сателі-

тів разом з обертанням водила; кінетичну енергію 

обертання сателітів відносно власних осей. Змінни-

ми цільової функції є: модулі зубчастих зачеплень 

(дві змінні), ширини зубчастих зачеплень (дві змін-

ні); числа зубців коліс механізму (чотири змінні). В 

якості вхідних даних механізму вибрані значення 

вхідної потужності, частоти обертання вхідного валу 

і загального передаточного відношення механізму. 

Для пошуку допустимих значень змінних цільової 

функції, коли вона має мінімальне значення, засто-

совують обмеження двох видів. Перший вид скла-

дають обмеження, пов’язані з геометрією і кінемати-

кою зубчастих передач. Другий вид складають об-

меження, пов’язані з контактною і згинальною міц-

ністю зубчастих зачеплень. Мінімізація цільової 

функції виконувалася у програмному середовищі 

Matlab. Аналіз динаміки диференціального механізму 

типу AI  з числом свободи, рівним двом, наводиться 

у роботі [11]. Рівняння руху динамічної моделі ме-

ханізму отримані на основі рівнянь Лагранжа 2-го 

роду. Для перехідного та усталеного руху механізму 

досліджено зміни відношень для кутових швидкостей 

центральних зубчастих коліс і прикладених до них 

обертаючих моментів. 

Матеріали досліджень. Виклад матеріалів статті є 

продовженням досліджень, які були представлені у 

роботах [1, 12]. Скористаємося позначеннями, пояснен-

нями, рисунками, співвідношеннями і рівняннями цих 

робіт. На рис. 1 показана кінематична схема досліджу-

ваного замкнутого планетарного механізму.  
 

 
 

Рисунок  1 – Замкнутий планетарний механізм 

 

Замкнутий планетарний механізм утворений з двох 

одновінцевих простих планетарних механізмів типу AI . 

Перший механізм – диференціальний a2 g2 b2 2- - -HZ Z Z , 

другий – планетарний a1 g1 b1 1- - -HZ Z Z , в якому загальмова-

но водило 1H . 

Передаточне відношення досліджуваного механі-

зму від валу γ  до валу δ  визначається за формулою  
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=  – кінематичні параметри 

кінематичного ланцюга замикання (КЛЗ) і диферен-

ціального механізма (ДМ). 

Простий планетарний механізм. Спочатку роз-

глянемо моделювання інерційності простого планетар-

ного механізму типу AI , у якого його рухомі колеса і 

водило позначені відповідно як aZ , gZ  і H . 

Для рухомих ланок конструкції простого плане-

тарного механізму типу AI  приймають наступні до-

пущення (моделі) [2]. 

1. Зубчасте колесо замінюють диском, діаметр 

якого дорівнює діаметру ділильного кола, а ширина 

дорівнює ширині зубчастого вінця відповідного 

зубчастого колеса. Момент інерції цього диска дорі-
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де i  – індекс рухомих зубчастих коліс аZ  або gZ . 

2. Водило замінюють умовним диском, діаметр 

якого дорівнює подвоєній міжосьовій відстані зачеп-

лення коліс a g-Z Z , а ширина дорівнює ширині зубчас-

того вінця ab  сонячного колеса аZ . Момент інерції 

умовного диска дорівнює 
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де Hn  – коэффициент приведения. 

Коефіцієнт приведення Hn  враховує невідповід-

ність параметрів геометричної моделі водила до його 

конструкції.  

3. Маси валів частково враховують в об’ємі зу-

бчастих коліс і водила. 

При урівноважених масах центр інерції просто-

го планетарного механізму типу AI  співпадає з 

центральною віссю його основних ланок (централь-

них зубчастих коліс). У такому разі кінетична енер-

гія механізму буде дорівнювати 
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де k  – число сателітів; 

aJ  – момент інерції центрального зубчастого ко-

леса аZ  відносно власної осі; 

gJ , gm  – відповідно, момент інерції одного сате-

літа gZ  відносно власної осі і його маса; 

HJ  – момент інерції водила Н  відносно власної 

осі; 

aω , gω , Hω  – відповідно, кутова швидкість 

центрального зубчастого колеса aZ , сателіта gZ  і 

водила H ; 

sgV  – лінійна швидкість центру мас одного 

сателіта gZ . 

Приведений до валу центрального зубчастого ко-

леса aZ  момент інерції механізму матиме вигляд 

2 2 2

2 2 2

g sga H
пр a g g H

a a a

V
J J k J m J

ω ω
ω ω ω

 
 = + + +
 
 

.       (5) 

 

Підставивши в (5) співвідношення (2) і (3), отри-

маємо 

( )
4 4

2

2 2
2 4

1

32 32 2

8
32 16 32 16

ga a
пр a a g g

g a H
g g H a a

J b d k b d
u

d u
b d n b d

πρπρ

πρ πρ


= + +
 −


+ +



       (6) 

 

де 1
b b
aH

a

Z
u u

Z
= = +  – передаточне відношення 

механізму від зубчастого колеса аZ  до водила H  при 

нерухомому зубчастому колесі bZ . 

При виведенні формули (6) були враховані спів-

відношення 
 

( )

2

2

1

2

g

a u

ω
ω
 

= 
− 

 і 

2 22 2

2

1
1

4 16

sg ga a

a a

V Zd d

Z uω
   

= + =   
   

. 

 

Якщо усі зубчасті колеса і водило виготовлені з 

одного і того ж матеріалу, тобто має місце рівність 

a g Hρ ρ ρ ρ= = = , тоді формулу (6) можна переписа-

ти до вигляду 

( )
4 4

2

2 2
2 4

1

32 2

8
16 16

a
пр a a g g

a
g g H a a

J b d k b d
u

d u
b d n b d

πρ  
= + +
 − 

 + + 
  

      (7) 

 

Перетворимо формулу (7) до вигляду 
 

( )

4

4

4 2

2 2

2

1
1

32 2

1
8

16 16

g ga
пр a a

a a

g g

H

a a

b d
J b d k

b d u

b d u
n

b d

πρ  
= + +
 − 

 
+ + 
  

         (8) 

 

Якщо ширина зубчастих вінців зубчастих коліс 

простого планетарного механізму типу AI  виконана 

однаковою a g bb b b b= = = , тоді формула (8) набере 

вигляду 

, 

, 

, 

. 

. 
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 ( )
2

24 3
1 2

32 16 16

a
пр a H

u
J bd k u n

πρ  
= + − +  

 
. (9)

При виведенні формули (9) враховано співвідно-

шення 
2

2

g

a

d u

d

−= . 

З умови контактної міцності зовнішнього заче-

плення g-aZ Z  простого планетарного механізму 

типу AI  маємо співвідношення 

 
( )

( ) ( ) ( )
a H Hβ H E2

a d 2 2
w HP

0,7

cos 2

vM K K Z u
b d

k tg uα α σ

Ω
≥

−
, (10)

 

де aM  – крутний момент, прикладений до сонячного 

колеса aZ . 

Позначення неперерахованих параметрів у фор-

мулі (10) такі ж, як прийнято у ГОСТ 21354-87 і в ро-

боті [12]. 

Враховуючи (10), можемо записати 
 

 

( )

( )

2
4 2

a d a d
a

2

22

32 32

2
H

b d b d
b

u
D

k u

πρ πρ= =

=
−

 (11)

де HD  – коефіцієнт інерції при контактній міцності. 

Коефіцієнт інерції HD  обчислюють за форму-

лою 

 
( )

( ) ( )

2

a H Hβ H E

2 2
a w HP

0,7

32 cos

v

H

M K K Z
D

b tg

πρ
α α σ

 Ω
 =
 
 

. (12)

Підставивши співвідношення (11) у формулу (9), 

отримаємо 

 
( )

( )
2

2

22

2

H

3
1 2

162

16

a
Нпр H

u
J D k u

k u

u
n

= + − +
−


+ 



. (13)

Формулу (13) можна подати у вигляді 

 a a
Нпр H НJ D J= , (14)

де  

a
Hпрa

H

H

J
J

D
=  – аналог приведеного до валу 

центрального зубчастого колеса aZ  моменту інерції 

механізму при розрахунку на контактну міцність. 

Аналог приведеного до валу центрального зубча-

стого колеса aZ  моменту інерції простого планетарно-

го механізму типу AI  при розрахунку на контактну 

міцність визначається за формулою 

 

 
( )

( )
2

2

22

2

H

3
1 2

162

16

a
Н

u
J k u

k u

u
n

= + − +
−


+ 



 (15)

З умови згинальної міцності зовнішнього заче-

плення g-aZ Z  простого планетарного механізму 

типу AI  маємо співвідношення 

 
( )a F Fβ Fv FS a2

a d
FP

2M K K Y Z
b d

kσ
Ω

≥ . (16)

Позначення неперерахованих параметрів у фор-

мулі (16) такі ж, як прийнято у ГОСТ 21354-87 і в ро-

боті [12]. 

З урахуванням (16), отримаємо 

 

( )2
4 2

a d a d
a

2

32 32

1
F

b d b d
b

D
k

πρ πρ= =

=
 (17)

де FD  – коефіцієнт інерції при згинальній міцності. 

Коефіцієнт інерції FD  обчислюють за форму-

лою 

 
( ) 2

a F Fβ Fv FS a

a FP

2

32
F

M K K Y Z
D

b

πρ
σ

 Ω
 =
 
 

. (18)

Підставивши співвідношення (17) в формулу (9), 

отримаємо 

 ( )
2

2

H2

1 3
1 2

16 16

a
Fпр F

u
J D k u n

k

= + − +  
. (19)

Формулу (19) можна подати у вигляді 

 a a
Fпр F FJ D J= , (20)

де 

a
Fпрa

F

F

J
J

D
=  – аналог приведеного до валу центра-

льного зубчастого колеса aZ  моменту інерції механіз-

му при розрахунку на згинальну міцність. 

Аналог приведеного до валу центрального зуб-

частого колеса aZ  моменту інерції простого планетар-

ного механізму типу AI  при розрахунку на згинальну 

міцність визначається за формулою 

 ( )
2

2

H2

1 3
1 2

16 16

a
F

u
J k u n

k

 
= + − + 

 
. (21)

Вигляд функціональної залежності приведеного 

моменту інерції 
a
HJ  від значення передаточного від-

ношення механізму u  при фіксованих значеннях па-

, 

. 

. 

, 
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раметрів k  і Hn  показаний на рис. 2. 

Аналіз графіків, зображених на рис. 2, демонструє 

наявність мінімуму функції виду (15) і прагнення збі-

льшення значення функції при 2u → . Дійсно, з фор-

мули (15) виходить наявність розриву функції при 

2u = . 

Оптимальне значення передаточного відношен-

ня, при якому значення функції аналога приведеного 

моменту інерції виду (15) буде мінімальним, можна 

знаходити різними методами (графічними, аналітич-

ними і чисельними). 

 

 
 

Рисунок 2 – Графік функції ( )a a
H HJ J u=  

 

Вираз (15) матиме мінімальне значення за умови 

( ), , 0a
Н HJ u k n

u

∂ =
∂

. Знайшовши цю похідну, отримає-

мо наступне рівняння 

 33 ( 2) 32 0ku u ku− − = . (22)

Рівняння (22) має чотири корені. Два дійсних і два 

комплексних. Один із дійсних коренів дорівнює нулю, 

інший знаходиться за формулою 

 3
32

2
3

optu
k

= + . (23)

Отже, з формули (23) виходить, що значення 

оптимального передаточного відношення optu  прос-

того планетарного механізму типу AI , при якому 

його приведений момент інерції a
HпрJ  буде мініма-

льним, не залежить від параметра Hn , а визначаєть-

ся тільки значенням параметра k . Для залежностей, 

графіки яких показані на рис. 2, маємо наступні 

значення оптимального передаточного відношення 

optu : 3,7472 ( k =2); 3,5263 ( k =3); 3,3867 ( k =4). 

Вигляд функціональної залежності приведеного 

моменту інерції 
a
FJ  від значення передаточного 

відношення механізму u  при фіксованих значеннях 

параметрів k  і Hn  показаний на рис. 3. 

Аналіз графіків, зображених на рис. 3, показує 

наявність мінімуму функції виду (21). При цьому 

цей мінімум відповідає значенню передаточного 

відношення 2u = , яке однакове для усіх графіків. 

Дійсно, якщо знайти похідну ( ), ,a
F HJ u k n

u

∂
∂

 і 

прирівняти її нулю, то отримаємо наступне рівняння 

 

3( 2)
0

8

u

k

− = .  (24) 

Рівняння (24) має один дійсний корінь 2optu = . 

Отже, з формули (24) виходить, що значення оп-

тимального передаточного відношення optu  простого 

планетарного механізму типу AI , при якому його 

приведений момент інерції a
FпрJ  буде мінімальним, не 

залежить від параметра Hn , а визначається тільки 

значенням параметра k . 

 

 

Рисунок  3 – Графік функції ( )a a
F FJ J u=  

 

Для кінематичних механізмів, для яких контак-

тна і згинальна міцності зубців не є визначальними, 

функція приведеного моменту інерції (9) може бути 

подана у вигляді 

 a a
прJ DJ= , (25)

де 

a
прa

J
J

D
=  – аналог приведеного до валу центра-

льного зубчастого колеса aZ  моменту інерції меха-

нізму; 

4

32
aD bd

πρ=  – коефіцієнт інерції (масштабу). 

Аналог приведеного до валу центрального зуб-

частого колеса aZ  моменту інерції простого планетар-

ного механізму типу AI , параметри конструкції якого 

вибрані за конструктивними і технологічними вимога-

ми (кінематичні механізми), визначається за наступ-

ною формулою 

 ( )
2

23
1 2

16 16

a
H

u
J k u n= + − + . (26)

Вигляд функціональної залежності приведеного 

моменту ( )a a
J J u=  від значення передаточного від-
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ношення механізму u  при фіксованих значеннях па-

раметрів k  і Hn  показаний на рис. 4. 

Аналіз графіків, зображених на рис. 4, показує на-

явність мінімуму функції виду (26). При цьому цей 

мінімум відповідає значенню передаточного відно-

шення 2u = , яке однакове для усіх графіків.  

Мінімальне значення аналога приведеного моме-

нту інерції 
a

J , рівне 1, не залежить від значень пара-

метрів k  і Hn . Дійсно, якщо знайти похідну 

( ), ,a
HJ u k n

u

∂
∂

 і прирівняти її нулю, то отримаємо 

наступне рівняння 

 
3 (2 4)

0 2 4 0
16

k u
u

− = ⇒ − = . (27)

 

 

Рисунок  4 – Графік функції ( )a aJ J u=  

 

Рівняння (27) має один дійсний корінь 2optu = . 

Розглянемо моделювання інерційності простого 

планетарного механізму типу AI , у якого загальмова-

но водило H , а усі зубчасті колеса є рухомими. Для 

цього механізму його кінетична енергія (4) буде визна-

чатися за формулою 

 

2

2 2

2

2 2

a a
мех a g b

g g b b

J
T T kT T

J J
k

ω

ω ω

= + + = +

+ +

 (28)

де bJ , bω  – відповідно, момент інерції відносно 

власної осі і кутова швидкість центрального зубчас-

того колеса bZ . 

Зробивши викладення, які були використані 

вище, можна отримати вираз для визначення насту-

пних приведених моментів інерції досліджуваного 

простого планетарного механізму типу AI . 

Аналог приведеного до валу центрального зу-

бчастого колеса aZ  моменту інерції простого плане-

тарного механізму типу AI  при розрахунку на кон-

тактну міцність виду (15) буде визначяться за фор-

мулою 

 
( )

( ) ( )
22

2

22

2
1 1

42

a
Н

uu
J k u

k u

 −
 = + + −
 −  

. (29)

Аналог приведеного до валу центрального зубча-

стого колеса aZ  моменту інерції простого планетарно-

го механізму типу AI  при розрахунку на згинальну 

міцність виду (21) буде визначяться за формулою 
 

( ) ( )
2

2

2

21
1 1

4

a
F

u
J k u

k

 −
 = + + −
  

.                  (30) 

 

Зауважимо, що при виведенні формул (29) і (30) 

було прийнято допущення, що в простому планетар-

ному механізмі типу AI  його розміри визначаються 

міцністю зовнішнього зачеплення а gZ Z− , а внутрішнє 

зачеплення g bZ Z−  недовантажено. 

Аналог приведеного до валу центрального зуб-

частого колеса aZ  моменту інерції простого планетар-

ного механізму типу AI , параметри конструкції якого 

вибрані за конструктивними і технологічними вимога-

ми, виду (26) буде визначаться за наступною форму-

лою  

 ( ) ( )
2

22
1 1

4

a u
J k u

−
= + + − . (31)

Якщо побудувати графіки функціональної за-

лежності виду (29), то вони будуть схожі на графіки. 

показані на рис. 2. Проте положення їх мінімумів 

визначають шляхом розв’язання наступного рівнян-

ня 

 
( ) ( )

( )

3 24 6 20

12 24 8 16 0

u k u k u

k u k

 + − + +

+ + − − =
. (32)

 

Рівняння (32) має чотири корені. Два дійсних і 

два комплексних. Один із дійсних коренів дорівнює 

нулю. Інший знаходиться з розв’язання кубічного 

рівняння, яке в (32) знаходиться усередині квадрат-

них дужок. Для залежностей виду (31) маємо насту-

пні значення оптимального передаточного відно-

шення  optu : 3,4713 ( k  = 2);   3,4034 ( k  = 3); 3,3463 

( k  = 4).  

Вигляд функціональної залежності (30) такий 

же самий, як у функції (21). Проте положення її 

мінімуму визначають шляхом розв’язання наступно-

го рівняння 

 ( ) ( )2 4 4 0 4 2 4k k u k u k+ − + = ⇒ + = + . (33)

 

Рівняння (33) має один дійсний корінь 

2 4

4
opt

k
u

k

+=
+

.  

Для залежностей вигляду (30) маємо наступні 

значення оптимального передаточного відношення 

, 

. 
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optu : 4/3 ( k  = 2); 10/7 ( k  = 3); 3/2 ( k  = 4).  

Диференціальний механізм. Розглянемо мо-

делювання інерційності диференціального механіз-

му типу AI , у якого його рухомі колеса і водило 

позначені відповідно як aZ , gZ , bZ  і H . Співвід-

ношення між кутовими швидкостями зубчастих 

коліс та водила має вигляд 
 

( )1

H b
a ab b aH H

b H

u u

p p

ω ω ω
ω ω

= + =
= − + +

                       (34) 

 

З рівняння (34) видно, що з трьох кутових швид-

костей тільки дві можуть бути незалежними, а третя – 

залежна. 

Кінетична енергія диференціального механізму 

буде дорівнювати 
 

2

2 2 22

2

2 2 2 2

a a
мех a g H b

g g g sg b bH H

J
T T kT T T

J m V JJ
k

ω

ω ωω

= + + + = +

 
 + + + +
 
 

.

 

 

Якщо незалежними величинами прийняти кутові 

швидкості сонячного колеса aZ  і водила H , то мати-

мемо наступні приведені моменти інерції. 

Приведений до валу центрального зубчастого ко-

леса aZ  момент інерції механізму матиме вигляд 
 

 

2 2

2 2

22

2 2

g g g sga
пр a

a a

b bH H

a a

J m V
J J k

JJ

ω
ω ω

ωω
ω ω

 
 = + + +
 
 

+ +

 (35)

 

Приведений до валу водила H  момент інерції 

механізму матиме вигляд 
 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

g g g sgH
пр H

H H

a a b b

H H

J m V
J J k

J J

ω
ω ω

ω ω
ω ω

 
 = + + +
 
 

+ +

 (36)

 

Замкнутий планетарний механізм. Кінетична 

енергія замкнутого планетарного механізму буде дорі-

внювати 

 мех ДМ КЛЗT T T= + , (37)

 

де  ДМT , КЛЗT  – відповідно кінетична енергія 

диференціального механізму та кінематичного лан-

цюга замикання. 

Кінетична енергія диференціального механізму 

визначається за формулою 

 

2 2 2 2 2

2 22
2 2 2 22 2

2

22
2 22 2

2 2 2

2 2

ДМ a g H b

g g g sga a

b bH H

T T k T T T

J m VJ
k

JJ

ωω

ωω

= + + + =

 
 = + + +
 
 

+ +

 
(38)

Кінетична енергія кінематичного ланцюга за-

микання визначається за формулою 

 

1 1 1 1

22 2
1 11 1 1 1

2
2 2 2

КЛЗ a g b

g ga a b b

T T k T T

JJ J
k

ωω ω

= + + =

= + + .
 (39)

Приведений до валу центрального зубчастого ко-

леса a2Z (вал γ ) момент інерції механізму матиме 

вигляд 

пр ДМпр КЛЗпрJ J J
γ γ γ= + ,                  (40) 

 

де ДМпрJ
γ

, КЛЗпрJ
γ

 – відповідно приведений момент 

інерції диференціального механізму і кінематичного 

ланцюга замикання. 

Приймаємо наступні допущення: 

– усі ланки механізму виготовлені з одного і 

того ж матеріалу; 

– розміри зубчастих коліс ДМ і КЦЗ визнача-

ються міцністю їх зовнішніх зачеплень а2 2gZ Z−  і 

а1 1gZ Z−  відповідно; 

– внутрішні зачеплення g2 2bZ Z−  і g1 1bZ Z−  не-

довантажені. 

Приведений до валу центрального зубчастого ко-

леса a2Z  момент інерції ДМ матиме вигляд 

 

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

22
2 22 2

2 2
2 2

g g g sg

aДМпр

a a

b bH H

a a

J m V
J J k

JJ

γ ω
ω ω

ωω
ω ω

 
 = + + +
 
 

+ +

 (41)

Для кутових швидкостей зубчастих коліс ДМ 

маємо наступні співвідношення: 
 

( )
( )

( )
( ) ( )

1

2

2 1 1 1

2

2 1
2 2

1 2

2 1
1

1 2

;

;

;

2 1
1

1

2 1
1 .

1

a

H a

b b

g H

U

p p
U

p p

p p

p p
p

p p

γ γδ δ

γ
δ

γδ

δ

δ

ω ω ω
ω

ω ω ω

ω ω ω

ω ω

ω

= =

= = − = −

= =

 +
= − = −  

 +
= − − −  

                 (42) 

 

З урахуванням формул (2) і (3) перепишемо вираз 

(41) до вигляду 
 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
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( )

2
24 4

2 2 2 2 2 2
2

2
22 4

2 2 2 2 22
2

4 22
2 4 22

2 22 2
2 2

32 32

8
32 32

1

16 32

g

a a g gДМпр

a

sg

g g H a a

a

bH
b b

a a

J b d k b d

V
b d n b d

p
b d

γ ωπρ πρ
ω

πρ πρ
ω

ωω πρ
ω ω


= + +




+ + ×



+
× +

       (43) 

 

У формулі (43) відношення квадратів швидкостей 

дорівнюють 
 

( )
( )

( )

22
2 1 1 2 2

2 2 2
2 2

22 2 2
2 2 1 2

2 2
2

2
;

1

1
;

16

g

a

sg a

a

p p p p

p U

V d p p

U

γδ

γδ

ω
ω

ω

+ +
=

−

+
=

2 2
2 1

2 2
2

2
2

2 2
2

;

1
 .

H

a

b

a

p

U

U

γδ

γδ

ω
ω

ω
ω

=

=

  

(44)

 

З урахуванням умови 2 2 2a g bb b b= =  (див. при-

йняті допущення) формула (43) набере вигляду 

 
( )

( )
( )

( )

4
24

2 2 2 4
2

22 2 2
2 1 21 1 2 2

2 2 42
22

4 2 4
2 1 2

2 2 4 2
2

1
32

12

41

1 1

16

g

a aДМпр

a

g

a

b
H

a

d
J b d k

d

d p pp p p p

d Up U

p p d
n

U d U

γ

γδγδ

γδ γδ

πρ  
= + ×
 

++ +
× + +
− 

+ + + 


 
(45)

Підставивши співвідношення  
 

2 2

2

1

2

g

a

d p

d

−
=  і 2

2
2

b

a

d
p

d
=  

 

у формулу (44), отримаємо  

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

24
2 2 2

2 2 2
1 1 2 2 2 1

2

2 4 2 4
2 2 1 2

24 2 2

1
1

32 16

2 1

4

1 1

16

a aДМпр

H

p
J b d k

p p p p p p

U

p p p p
n

U U U

γ

γδ

γδ γδ γδ

πρ   −
= + ×
 

+ + −
× + ×

 + + 
× + + 
  

.

 (46)

Приведений до валу центрального зубчастого 

колеса a2Z  момент інерції КЛЗ матиме вигляд 

 

22 2
1 11 1 1 1

12 2 2
2 2 2

g ga a b b
КЛЗпр

a a a

JJ J
J k

γ ωω ω
ω ω ω

= + + . (47)

 

Для кутових швидкостей зубчастих коліс КЛЗ 

маємо наступні співвідношення: 
 

1

1 1

;

 ;

2

b

a p

p

δ

δ

ω ω
ω ω

=
= −

1
1

1

2
 .

1
g

p

p
δω ω=

−

               

(48) 

 

З урахуванням формул (2), (3) і (48) перепишемо 

вираз (47) до вигляду 
 

2
4 41

1 1 1 1 12
2

2 2
1 4 1

1 12 2
2 2

32 32

32

a
a a g gКЛЗпр

a

g b
b b

a a

J b d k b d

b d

γ ωπρ πρ
ω

ω ωπρ
ω ω

= + ×

× +

(49) 

 

У формулі (49) відношення квадратів швидкостей 

дорівнюють: 
 

( ) ( )

2 2 2
21 1
12 2 2

2

2 2 2 2
1 1 1

2 2 22 2
2 1 1

2
1

2 2
2

;

4 4
;

1 1

1
 .

a

a

g

a

b

a

p
p

U

p p

p p U

U

δ

γ γδ

δ

γ γδ

γδ

ω ω
ω ω

ω ω
ω ω

ω
ω

= =

= =
− −

=

           (50) 

З урахуванням умови 1 1 1a g bb b b= = (див. прийня-

ті допущення), формула (49) набере вигляду 

 

( )

42
14 1

1 1 12 4
1

42
11

2 4 22
11

32

4

1

g

a aКЛЗпр

a

b

a

dp
J b d k

U d

dp

d Up U

γ

γδ

γδγδ

πρ  
= + ×
 

 × + 
− 

 (51)

Підставивши співвідношення  
 

1 1

1

1

2

g

a

d p

d

−
=  і 1

1
1

b

a

d
p

d
=  

 

у формулу (51), отримаємо наступний вираз 

 

( )

2 2
4 1 1

1 1 12 2

4
2 1

1 2

32 4

1

a aКЛЗпр

p p
J b d k

U U

p
p

U

γ

γδ γδ

γδ

πρ = + ×


× − + 


 (52)

Підставивши вирази (46) і (51) у (40), отримає-

мо наступний вираз 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

24
2 2 2

2 2 2
1 1 2 2 2 1

2

2 4 2 4
2 2 1 2

24 2 2

2 2
4 1 1

1 1 12 2

4
2 1

1 2

1
1

32 16

2 1

4

1 1

16

32 4

1

пр a a

H

a a

p
J b d k

p p p p p p

U

p p p p
n

U U U

p p
b d k

U U

p
p

U

γ

γδ

γδ γδ γδ

γδ γδ

γδ

πρ

πρ

  −
= + ×
 

+ + −
× + ×

 + + 
× + + +
  

 + ×


× − + 


 (53)

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
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Перетворимо вираз (53) до вигляду 
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

24
2 2 2

2 2 2
1 1 2 2 2 1

2

2 4 2 4
2 2 1 2

24 2 2

4 2 2 4
21 1 1 1 1

1 14 2 2 2
2 2

1
1

32 16

2 1

4

1 1

16

1
4

пр a a

H

a a

a a

p
J b d k

p p p p p p

U

p p p p
n

U U U

b d p p p
k p

b d U U U

γ

γδ

γδ γδ γδ

γδ γδ γδ

πρ   −
= + ×
 

+ + −
× + ×

+ +
× + + +


 + + − + 
  

       (54) 

 

Замінимо у вираженні (54) кінематичні параме-

три 1p  і 2p  відповідними передаточними відно-

шеннями 1u  і 2u : 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

24
2 2 2

2 2 2

1 2 2 2 1

2

2 442
2 1 22

24 2 2

2 24
1 11 1

14 2 2
2 2

4
2 1

1 2

2
1

32 16

2 2 1

4

1 1

16

1 1

4

1
2

пр a a

H

a a

a a

u
J b d k

u u u u u

U

u u uu
n

U U U

u ub d
k

b d U U

u
u

U

γ

γδ

γδ γδ γδ

γδ γδ

γδ

πρ   −
= + ×
 

+ − − −
× + ×

 − −
× + + +



 − −
+ + ×


− 
× − + 


 
(55)

 

де 1 11u p= + , 2 21u p= +  – відповідно передаточні 

відношення простих планетарних механізмів типу 

AI . 

З умови контактної міцності зовнішнього заче-

плення 2 g2-aZ Z  замкнутого планетарного механізму 

скористаємося співвідношенням виду (10). 

Враховуючи (10), можемо записати 

 

( )

( )

2
4 2

a2 d2 a2 d2
a2

2
2

2 22 2
2 2

32 32

2
H

b d b d
b

u
D

k u Uγδ

πρ πρ= =

=
−

 (56)

 

Коефіцієнт інерції 2HD  обчислюють за форму-

лою 

 
( )

( ) ( )

2

H2 Hβ H E
2

2 2 2
a2 w2 HP2

0,7

32 cos

v

H

M K K Z
D

b tg

δπρ
α α σ

 Ω
 =
 
 

. (57)

 

Підставивши співвідношення (57) у формулу (55), 

отримаємо 

 
( )

2
2

2 22 2
2 2

4
1 1

2 14
2 2

1
HHпр

a a

a a

u
J D

k U u

b d

b d

γ

γδ

= ×
−

  × Ε + Ε 
  

 (58)

де 2Ε , 1Ε  – вирази, що відповідно відносяться до 

ДМ і КЛЗ у формулі (55). 

Множник виразу 1Ε  у формулі (58) подамо у 

вигляді 

 

( )
( )

( )

2
24

a1 a1a1 a1 a2

4 2
2 a1a2 a2

a2 a2

2

2 1 2 H1
H

1 1 H2

(u 1)

1
b

b db d b

bb d b d

k u

k u

= =

 − Ω
= Π Π − Ω  

,

 (59)

де HΠ  – коефіцієнт, що характеризує відмінність у 

контактній міцності зовнішніх зачеплень a g-i iZ Z [1]; 

2

1

a
b

a

b

b
Π =  – коефіцієнт, що характеризує від-

мінність значень ширини зубчастих вінців сонячних 

коліс замкнутого планетарного механізму. 

Числове значення коефіцієнта bΠ  може бути 

як менше 1, так і більше. Значення 1bΠ =  зазвичай 

реалізується для кінематичних механізмів. 

Формулу (58) можна подати у вигляді 

 2HHпр HJ D J
γ γ= , (60)

2

Hпр

H
H

J
J

D

γ
γ =  – аналог приведеного до валу централь-

ного зубчастого колеса a2Z  моменту інерції механізму 

при розрахунку на контактну міцність. 

Аналог приведеного до валу центрального зу-

бчастого колеса a2Z  (до валу γ ) моменту інерції 

замкнутого планетарного механізму при розрахунку 

на контактну міцність визначається за формулою 

 

( )

( )

2
2

22 2
2 2

2

2 1 2 H1
2 H 1

1 1 H2

2

(u 1)

1

H

b

u
J

k U u

k u

k u

γ

γδ

= ×
−

  − Ω × Ε + Π Π Ε  − Ω    

.

 (61)

З умови згинальної міцності зовнішнього заче-

плення 2 g2-aZ Z  замкнутого планетарного механізму 

скористаємося співвідношенням виду (16). 

Враховуючи (16), можемо записати 

 ( )2
4 2 2

a2 d2 a2 d2 2 2
a2 2

32 32

FD
b d b d

b k Uγδ

πρ πρ= = . (62)

. 

, 

. 

, 
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Коефіцієнт інерції 2FD  обчислюють за форму-

лою 

 

( )F2 Fβ Fv 2
2

a2 FP2

2

FS2 a2

2

32
F

M K K
D

b

Y Z

δπρ
σ

 Ω
= ×




× 



 (63)

Підставивши співвідношення (63) у формулу 

(55), отримаємо 

 

4
1 12

2 12 2 4
2 2 2

a aF
Fпр

a a

b dD
J

k U b d

γ

γδ

  = Ε + Ε 
  

. (64)

Множник виразу 1Ε  у формулі (64) подамо у 

вигляді 

 

( )
( )

2
24

a1 a1a1 a1 a2

4 2
2 a1a2 a2

a2 a2

2

22 1 F1
2

1 2 F2

a
b F

a

b db d b

bb d b d

k Z
u

k Z

= =

 Ω
= Π Π Ω 

,

 (65)

де FΠ  – коефіцієнт, що характеризує відмінність у 

згинальній міцності зовнішніх зачеплень a g-i iZ Z [1]. 

Формулу (64) можна подати у вигляді 

 2FFпр FJ D J
γ γ= , (66)

де 
2

Fпр

F
F

J
J

D

γ
γ =  – аналог приведеного до валу центра-

льного зубчастого колеса a2Z  моменту інерції механіз-

му при розрахунку на згинальну міцність. 

Аналог приведеного до валу центрального зубча-

стого колеса a2Z  (до валу γ ) моменту інерції замкну-

того планетарного механізму при розрахунку на згина-

льну міцність визначається за формулою 

 

2 2
2

2

22 1 F1
2 2 1

1 2 F2

1
F

a
b F

a

J
k U

k Z
u

k Z

γ

γδ
= ×

  Ω × Ε + Π Π Ε  Ω   

.

 (67)

Для кінематичних механізмів, для яких контактна 

і згинальна міцності зубців не є визначальними, функ-

ція приведеного моменту інерції (9) може бути подана 

у вигляді  

 прJ DJγ γ= , (68)

де 
прJ

J
D

γ
γ =  – аналог приведеного до валу центра-

льного зубчастого колеса a2Z  моменту інерції меха-

нізму; 

4
2

32
aD bd

πρ=  – коефіцієнт інерції (масштабу). 

Аналог приведеного до валу центрального зуб-

частого колеса a2Z  моменту інерції замкнутого плане-

тарного механізму, параметри конструкції якого виб-

рані за конструктивними і технологічними вимогами 

(кінематичні механізми), визначається за наступною 

формулою  

 

4
1

2 14
2

a

a

d
J

d

γ = Ε + Ε . (69)

Вигляд функціональної залежності аналога при-

веденого моменту інерції HJ γ  від значення передаточ-

ного відношення 2u  при фіксованих значеннях пара-

метрів цієї функції показаний на рис. 5. Графіки були 

побудовані при наступних значеннях параметрів функ-

ції: 26,04Uγδ = − ; 2 5Hn = ; 2HΠ = ; 0,5bΠ = . 

 

 
 

Рисунок 5 – Графік функції ( )2H HJ J uγ γ=  

 

Аналіз графіків, зображених на рис. 5, демонструє 

відсутність для кожної кривої явного мінімуму. Точка 

мінімуму функції аналога приведеного моменту інерції 

HJ γ  для замкнутого планетарного механізму відпові-

дає правій межі діапазону зміни можливих значень 

варійованого кінематичного параметра 

2p ( 2 2 1u p= + ), якщо ця межа не перевищує значен-

ня, рівне 8. У разі перевищення цього значення вказана 

точка може бути розташована усередині діапазону. 

Проте, на практиці звичайне значення кінематичного 

параметра 2p  вибирають із діапазону [ ]2,8 . 

Вигляд функціональної залежності аналога при-

веденого моменту інерції FJ γ  від значення передаточ-

ного відношення 2u  при фіксованих значеннях пара-

метрів цієї функції показаний на рис. 6. Графіки були 

побудовані при наступних значеннях параметрів функ-

ції: 26,04Uγδ = − ; 2 5Hn = ; 1zΠ = ; 2FΠ = : 

0,5bΠ = . 

На рис. 6 штриховою лінією показано найменше 

значення функції FJ γ  для параметра 4k = . Як видно з 

графіків, показаних на рис. 6, положення мінімального 

. 
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значення функції FJ γ  також наближене до правої межі 

діапазону зміни можливих значень варійованого кіне-

матичного параметра 2p . 

 

 
 

Рис. 6 – Графік функції ( )2F FJ J uγ γ=  

 

На рис. 7 показаний вигляд функціональної зале-

жності аналога приведеного моменту інерції J
λ

 від 

значення передаточного відношення 2u  для кінемати-

чного замкнутого планетарного механізму. Графіки 

були побудовані при наступних значеннях параметрів 

функції: 26,04Uγδ = − ; 2 3Hn = ; 1daΠ = . Як видно з 

цих графіків, точка мінімуму функції J
λ

 розташована 

усередині області можливих значень передаточного 

відношення 2u . Зі збільшенням числа сателітів k  вка-

зана точка зміщується у бік лівої межі області можли-

вих значень передаточного відношення 2u , а саме 

значення функції J
λ

 зростає. Для залежностей виду 

(67) маємо наступні значення оптимального переда-

точного відношення 2optu : 5,371 ( k =2); 5,236 ( k =3); 

5,148 ( k =4). 

Отже, залежність значення функції виду (68) від 

числа сателітів така ж, як і для функції вигляду (26). 

 

 
 

Рисунок 7 – Графік функції ( )2J J uγ γ=  

 

Для усіх аналогів приведеного моменту інерції, 

розглянутих вище, зі збільшенням числа сателітів зна-

чення аналога зменшується. Зниження моменту інерції 

водила і параметра 2Hn  у функції аналога приведеного 

моменту інерції призводить до її зменшення. 

Висновки. Розроблена математична модель 

оцінки швидкодії замкнутого планетарного механіз-

му, утвореного двома простими планетарними меха-

нізмами типу AI , яка враховує їх структурні схеми і 

умови контактної та згинальної міцності зовнішніх 

зубчастих зачеплень сонячних коліс і сателітів. Мо-

дель є безрозмірною параметричною функцією (ана-

логом приведеного до вхідного валу момента 

інерції) двох змінних. Змінні є передаточними від-

ношеннями простих планетарних механізмів типу 

AI , визначені для структурних схем, коли у таких 

механізмів епіцикли нерухомі, а вхідними і вихідни-

ми ланками є відповідно сонячні колеса і водила. В 

якості параметрів моделі вибрані такі характеристи-

ки конструкцій простих планетарних механізмів 

типу AI :  

• числа сателітів;  

• коефіцієнти приведення мас зубчастих коліс 

і водила;  

• коефіцієнти, що характеризують відмінності 

у контактній та згинальній міцності зовнішніх зу-

бчастих зачеплень сонячних коліс і сателітів;  

• число зубців одного з сонячних коліс і кое-

фіцієнт, що характеризує відмінність значень чисел 

зубців сонячних коліс;  

• характеристики матеріалів зубчастих коліс 

механізмів. 

Математичні моделі параметричних функцій 

приведеного до вхідного валу моменту інерції за-

мкнутого планетарного механізму, утвореного двома 

простими планетарними механізмами типу AI , були 

використані при їх проєктуванні для ряду авіаційних 

приводів. 
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