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ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ ДОСЛІДЖЕНЬ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ  
ТА ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНОГО ДЕФОРМУВАННЯ ЕЛЕМЕНТІВ МАШИН  

ВІЙСЬКОВОГО ТА ЦИВІЛЬНОГО ПРИЗНАЧЕННЯ 
 

Проблема, що вирішується та описана у статті, полягає у необхідності синтезу нових технічних рішень для елементів об’єктів військової 
техніки. Із цією метою розроблені та реалізовані наукові засади, удосконалені математичні та чисельні моделі для дослідження напружено-

деформованого стану тіл із сучасних матеріалів в умовах контактної взаємодії та пружно-пластичного деформування. При цьому принципо-

вою особливістю є застосування мікроструктурних моделей властивостей матеріалів у об’ємі та на поверхні. Крім того, на рівні макромасш-

табу розроблена більш загальна варіаційна постановка, яка враховує фізичну та структурну нелінійності. Це дає суттєво вищі можливості в 

обґрунтуванні більш досконалих технічних рішень елементів об’єктів військової техніки із тактико-технічними та технічними характерис-

тиками на світовому рівні шляхом здійснення досліджень напружено-деформованого стану контактуючих тіл. З цією метою розроблено 

варіаційне формулювання на основі розвитку варіаційного принципу Калькера. Завдання формується для прирощення контактного тиску. 

Дискретизацію здійснено методом граничних елементів. Крім того, розроблено постановку на основі розвитку теорії варіаційних нерівнос-

тей. У цьому випадку завдання формується для прирощення переміщень точок контактуючих тіл. Відповідно, дискретизація здійснена мето-

дом скінченних елементів. На завершення здійснено узагальнення системи розв'язувальних рівнянь і нерівностей. У результаті поставлено в 

загальному вигляді завдання визначення напружено деформованого стану контактуючих тіл із урахуванням пружно-пластичного деформу-

вання. Ця постановка є основою для досліджень та обґрунтування проектних рішень елементів машин за критеріями міцності. 
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ИССЛЕДОВАНИЯ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

И УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ МАШИН ВОЕННОГО И  

ГРАЖДАНСКОГО НАЗНАЧЕНИЯ 
 

Проблема, которая решается и описана в статье, состоит в необходимости синтеза новых технических решений для элементов объектов 

военной техники. С этой целью разработаны и реализованы научные принципы, усовершенствованные математические и численные модели 

для исследования напряженно-деформированного состояния тел, состоящих  из современных материалов в условиях контактного взаимо-

действия и упруго-пластического деформирования. При этом принципиальной особенностью является использование микроструктурных 

моделей свойств материалов в объеме и на поверхности. Это дает существенно большие возможности в обосновании более совершенных 

технических решений элементов объектов военной техники с тактико-техническими и техническими характеристиками на мировом уровне 

путем совершения исследований напряженно-деформированного состояния контактирующих тел. С этой целью разработана вариационная 

формулировка на основе развития вариационного принципа Калькера. Задача формируется для приращений контактного давления. Дискре-

тизация осуществлена методом граничных элементов. Кроме того, разработана постановка на основе развития теории вариационных нера-

венств. В этом случае задача формируется для приращений перемещений точек контактирующих тел. Соответственно, дискретизация осу-

ществлена методом конечных элементов. В завершение осуществлено обобщение системы разрешающих уравнений и неравенств. В резуль-

тате поставлена в общем виде задача определения напряженно-деформированного состояния контактирующих тел с учетом упруго-

пластического деформирования. Эта постановка является основой для исследований и обоснования проектных решений элементов машин 

по критериям прочности. 

Ключевые слова: машины военного и гражданского назначения; напряженно-деформированное состояние; контакт; тактико-
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THEORETICAL BASIS FOR THE ANALYSIS OF CONTACT INTERACTION AND  

ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION OF ELEMENTS OF CIVIL AND MILITARY PURPOSE VEHICLES 

 
The problem that is solved and described in the article is the need to synthesize new technical solutions for the elements of military equipment. To this 

end, scientific principles have been developed and implemented, mathematical and numerical models for the study of the stress-strain state of bodies 

made of modern materials in the conditions of contact interaction and elastic-plastic deformation have been improved. A fundamental feature is the use 

of microstructural models of the properties of materials in volume and on the surface. In addition, at the macro-scale level, a more general variational 

statement has been developed that takes into account physical and structural nonlinearities. This gives significantly higher opportunities in substantiat-

ing better technical solutions of elements of military equipment with tactical and technical and technical characteristics at the world level by conduct-

ing studies of the stress-strain state of contacting bodies. A variational formulation based on a modified Kalker principle has been developed for this 

purpose. The problem is stated with respect to the increments of the contact pressure. The discretization is performed by means of the boundary ele-

ment method. Besides, another formulation via variational inequalities is developed. In this case the contact problem is stated  for the displace-

ment increments of the surface points of the two bodies. Correspondingly, discretization is performed by means of the finite element method. The 

resolving system of equations and inequalities is ultimately derived in the general form. The analysis of the stress-strain state of the contacting bodies 

with account for their elasto-plastic deformations is hence performed in the most general form. This problem statement forms a basis for the analysis 

and justification of design solutions for machine elements by strength criteria. 

Keywords: military and civilian vehicles; stress-strain state; contact; tactical and technical characteristics 
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(МВЦП) працює в умовах пружно-пластичного дефо-

рмування та контактної взаємодії. Ця обставина має 

тенденцію для все більшого розповсюдження із огля-

ду на повсюдний тренд на інтенсифікацію експлуата-

ційних навантажень МВЦП та передачу між елемен-

тами конструкцій значної потужності через обмежені 

області контактної взаємодії. 

Отже, у багатьох випадках необхідно або мири-

тися із невідворотністю появи пластичних деформа-

цій, або робити спроби їх уникнути, або, навпаки, –

управляти ними. 

Зокрема, перелічені варіанти властиві кульковим 

поршням радіальних гідропередач для оснащення пе-

рспективних танкових трансмісій, зубчастим приво-

дам нагнітачів повітря високофорсованих двигунів, 

торсіонним валам підвіски транспортних засобів спе-

ціального призначення тощо. При цьому, в кожному із 

випадків реалізується контакт робочих поверхонь 

спряжених елементів конструкцій уздовж поверхонь 

складної форми. Це може спровокувати високий рі-

вень контактного тиску внаслідок його нерівномірно-

го розподілу на область можливого контакту та мало-

сті розмірів області реального контакту. У свою чергу, 

це може викликати появу не тільки пружних, але і 

пластичних деформацій.  

Проте, незважаючи на спільні особливості пруж-

но-пластичного контакту у наведених вище прикла-

дах, із точки зору технічних вимог ситуація у кожно-

му випадку – особлива.  

Так, для певних випадків взаємодії кулькових 

поршнів радіальних гідропередач із статорним кіль-

цем [1] виникає задача визначення профіля зазора 

після первинного пружно-пластичного зминання по-

верхневого шару. 

Для зубчастих передач (наприклад, приводів на-

гнітачів повітря танкових двигунів) можна поставити 

задачу  про визначення такої модифікації профіля ро-

бочих поверхонь їхніх зубців, який попереджує вини-

кнення пластичних деформацій  у їх тілі.  

Що ж стосується торсіонних валів систем підре-

сорювання  транспортних засобів спеціального при-

значення, у цьому випадку застосовується на етапі 

виготовлення технологія заневолювання. Завдяки 

цьому у тілі валів створюються залишкові напружен-

ня внаслідок пластичних деформацій, що є сприятли-

вим для усунення можливості появи останніх при дії 

експлуатаційних навантажень. 

Незважаючи на певні відмінності технічних ви-

мог та умов роботи названих випадків, у методологіч-

ному аспекті формується загальна задача, яка харак-

теризується трьома видами нелінійностей: фізична 

(внаслідок пластичного деформування), структурна 

(із-за контакту) та геометрична (у випадку значних 

переміщень та деформацій). Відповідно, задача аналі-

зу напружено-деформованого стану (НДС) контакту-

ючих тіл стає набагато більш складною, ніж у випадку 

наявності лише одного типу нелінійності. Тому актуа-

льною і важливою є проблема розроблення удоскона-

лених підходів, моделей та методів аналізу НДС еле-

ментів МВЦП в умовах контакту і пружно-

пластичного деформування, яка породила напрямок 

досліджень, що склали зміст цієї статті. 

Аналіз методів аналізу напружено-

деформованого стану в умовах контакту і пласти-

чного деформування. На теперішній час методи ана-

лізу НДС в умовах контакту і пластичного деформу-

вання досягли значного розвитку. Контактна взаємо-

дія є  змістом досліджень багатьох вітчизняних і зару-

біжних учених К. В. Аврамова, В.А. Александрова, 

В.О. Бабешка, М.І. Бобиря, І.І. Воровича, Л.О. Галіна, 

І.  Г. Горячевої, С.М. Гребенюка, О.М. Гузя, Б.П. Зай-

цева, А.С. Кравчука, В. С. Кирилюка, В. І. Куща, 

Г.І. Львова, Р.М. Мартиняка, В.В. Михаськіва, 

В.І. Моссаковського, М.І. Мусхелішвілі, В.В. Панасю-

ка, В.З. Партона, А.М. Підгорного, Д.А. Пожарського, 

В.С. Проценка, А.Ф. Улітки, А. П. Філіппова, 

І.Я. Штаєрмана, J.R. Barber, M. Ciavarella, 

A.C. Fischer-Cripps, J. Ghaednia, A. Greenwood, 

H. Hertz, K.L. Johnson, J.J. Kalker, T. A. Laursen, 

L. Pastewka, V. L. Popov, B.I. Wohlmuth, P. Wriggers, 

G. Zavarise та багатьох інших. Опубліковано низку 

оглядів із механіки контактної взаємодії, у яких є по-

силання на множину робіт, зокрема  [2]. 

Контактні явища, які відбуваються при взаємодії 

елементів машинобудівних конструкцій, зумовлені 

реалізацією численних фізико-механічних процесів. 

Різноманіття їх проявів і взаємозалежність вимагають 

комплексного підходу до розв’язання дослідницьких 

задач у цій області. 

Як уже зазначалося, необхідно створити адекват-

ну і математично коректну постановку задачі аналізу 

напружено-деформованого стану в умовах контакту і 

пластичного деформування.  

Значні труднощі у вивченні механізмів контакт-

ної взаємодії викликає те, що зона їх протікання недо-

ступна для засобів об’єктивного контролю. Практика 

досліджень, що склалася натепер у цій області, засно-

вана на методах аналізу морфології поверхонь тертя і 

часток зношування [2]. 

Для дослідження напружено-деформованого ста-

ну елементів машинобудівних конструкцій розвинено 

низку моделей і методів, які враховують важливі різні 

чинники [3–5]. Зокрема, це ушкоджуваність при скла-

дному навантаженні, контактна взаємодія, механіка 

руйнування тощо. Для розв’язання задач аналізу НДС 

широко застосовуються методи теорії варіаційних 

нерівностей, варіаційний принцип Калькера і метод 

граничних елементів (МГЕ), мікроструктурні моделі, 

метод скінченних елементів (МСЕ). Усі ці розробки 

мають значну цінність і широку застосовність, у тому 

числі – для нелінійних задач. При цьому враховують-

ся і контактна взаємодія, і пластична деформація та 

ушкоджуваність, і мікроструктурні ефекти. Це ство-

рило можливості  

• для аналізу складних полів переміщень, де-

формацій і напружень;  

• прогнозування довговічності, міцності і нава-

нтажувальної здатності елементів машинобудівних 

конструкцій. 

У роботі [6] узагальнені деякі підходи і методи, 

які використовуються для розв’язання задач контакт-

ної механіки. Вони включають аналітичні розв’язки, 

засновані на моделях Greenwood-Williamson, Archard, 

фрактальних теорій Persson тощо, а також чисельні 



ISSN 2079–0775      

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 1. 2022                             141 

методи: МГЕ, МСЕ, рухливих клітинних автоматів, 

методи молекулярної динаміки тощо. 

У роботі [7] представлений нелінійний чисель-

ний аналіз контактних задач пружно-пластичності 

компактних і тонкостінних металевих конструкцій. 

Акцент робиться на використанні вдосконалених од-

новимірних моделей високого порядку на основі уні-

фікованого формулювання Каррери (Carrera Unified 

Formulation, CUF) для урахування злокалізованих 

ефектів. Результати CUF добре узгоджуються з ета-

лонними тривимірними розв’язками методу скінчен-

них елементів. CUF довів свою придатність для декі-

лькох обчислювальних задач, таких як нелінійні стру-

ктурні задачі, які враховують геометричні нелінійнос-

ті, нелінійності матеріалів і багатомасштабний аналіз 

композитних структур.  

Контактна взаємодія складнопрофільних елемен-

тів машинобудівних конструкцій у багатьох випадках 

є чинником, що визначає працездатність, довговіч-

ність, навантажувальну здатність та інші характерис-

тики виробу у цілому. Прикладами можуть служити 

тіла кочення підшипників, зубці передач з модифіко-

ваними робочими поверхнями, кулькові поршні раді-

альних гідропередач і багато інших складнопрофіль-

них тіл (СПТ) [8, 9]. 

Альтернативою можуть виступати різні варіанти 

методу декомпозиції області (МДО). У рівняннях цих 

методів є присутніми ітераційні параметри, які сильно 

впливають як на сам факт збіжності методу, так і на 

швидкість збіжності.  

Для мультиконтактної задачі із складною геоме-

трією вибір відповідних значень ітераційних парамет-

рів часто є нетривіальною задачею. У таких випадках 

може бути застосований підхід, який полягає у комбі-

нації дворівневого аддитивного методу Шварця (варі-

ант МДО з перекриттям підобластей) для розбиття 

великої контактної задачі на низку локальних задач і 

методу Неймана-Діріхле (варіант МДО без перекриття 

підобластей) для розв’язання простіших контактних 

задач [10]. 

Локальні контактні задачі є нелінійними, для них 

здійснюється свій ітераційний процес (відповідні іте-

рації називаються внутрішніми). Метод Неймана-

Діріхле полягає у тому, що на кожній ітерації спочат-

ку розв’язуються задачі для однієї групи тіл, для яких 

на контактних поверхнях задані умови Неймана, а 

потім розв’язуються  задачі для іншої групи тіл, для 

яких на контактних поверхнях задані умови Діріхле. У 

кінці внутрішньої ітерації відбувається обчислення 

нових наближень для контактного тиску із викорис-

танням власних ітераційних параметрів для кожної 

контактної пари. 

Деякі із робіт присвячені розвитку мікромеханіч-

них моделей, наприклад, на рівні множини мікронері-

вностей на поверхнях контактуючих тіл [11]. Це, зок-

рема, питання впливу на контактну взаємодію форми 

контактуючих поверхонь, адгезії, текстури та власти-

востей поверхневого шару та інших чинників.  

Для чисельного та аналітичного визначення кон-

тактної взаємодії застосовують різні моделі та методи. 

Зокрема, це модель Герца, методи граничних інтегра-

льних рівнянь (МГІР) та скінченних елементів [12], 

теорія варіаційних нерівностей, варіаційний принцип 

Калькера тощо. У той же час повного та ефективного 

розв’язання задач, які виникають при моделюванні 

контактної взаємодії СПТ, перелічені методи та моде-

лі не забезпечують. 

Це стосується, у першу чергу, відсутності уні-

версальних формулювань для генерування 

розв’язувальних співвідношень аналізу контактної 

взаємодії тіл із урахуванням різних чинників, а, крім 

того, механізмів індентації мікромеханічних моделей 

властивостей поверхневих і проміжних шарів у ці 

співвідношення та урахування їх залежності від істо-

рії навантаження. 

Разом із тим певні формулювання в роботах 

Zhao J., E. Vollebregt C., природним чином адаптовані 

до розвитку у напрямках, що становлять інтерес. Так, 

варіаційні принципи, які можуть бути сформовані на 

розвиток принципу Калькера [13, 14], володіють пев-

ною універсальністю щодо властивостей контактую-

чих тіл. Це дає змогу, використовуючи принцип Каль-

кера як початкове «ядро», нарощувати його за раху-

нок доданків, у яких зосереджені різні характерні вла-

стивості тих чи інших досліджуваних об’єктів. Це 

уможливлює урахування нелінійних властивостей 

поверхневих шарів матеріалів тіл, які піддані техноло-

гічним операціям зміцнення, напилення, термооброб-

ки тощо. Вплив цих ефектів є суттєвим, тому потрібно 

розробляти фізично адекватні та математично строгі 

моделі, які передбачають, зокрема, залежність поведі-

нки матеріалів досліджуваних об’єктів від історії на-

вантаження. 

Проте на сьогодні такі розробки, які повною мі-

рою націлені на перелічені проблемні аспекти, у літе-

ратурі відсутні. Отже, склалося протиріччя між по-

требами практики промислового виробництва у нових 

методах і моделях аналізу контактної взаємодії та мо-

жливостями механіки. 

На противагу існуючим розробкам [3–11] підхо-

ди, які описані у роботах [13–15], продемонстрували 

суттєвий прогрес у напрямку розвитку моделей та 

методів аналізу контактної взаємодії складнопрофіль-

них тіл. Це є основою для урахування нових чинників, 

зокрема, залежності властивостей матеріалів контак-

туючих об’єктів від історії навантаження.  

У роботах [2, 13–15] описані вдосконалені методи 

аналізу контактної взаємодії СПТ і напружено-

деформованого стану з нелінійними проміжними ша-

рами, властивості яких залежать від історії наванта-

ження. Ці методи побудовані на основі розвитку варі-

аційного принципу Калькера у частині розширення 

множини варійованих чинників за рахунок параметрів 

історії навантаження. 

Щоби досягнути високої експлуатаційної надій-

ності та довговічності широкої номенклатури деталей 

машин, що працюють в умовах циклічних наванта-

жень, тертя та дії корозійних середовищ, яке має кон-

центратори, застосовують пластичну деформацію 

[16]. При цьому прогнозування параметрів зміцнення 

(міра деформації, глибина зміцненого шару, шорст-

кість обробленої поверхні), що враховує технологічні 

режими обробки і фізико-хімічні властивості матеріа-

лу деталі, є складною науковою задачею.  

Основні проблеми, що виникають при здійсненні 

операцій пластичної деформації, відносяться у основ-
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ному до області технології, зокрема, до пошуку най-

більш раціональних і високопродуктивних способів 

деформації і до створення пристроїв для їх реалізації. 

Натепер розроблені і успішно застосовуються у вироб-

ничій практиці численні способи зміцнення деталей 

машин і елементів конструкцій пластичною деформаці-

єю. Відрізняються вони в основному схемою силової 

дії деформуючого елементу на оброблювану поверхню.  

У огляді [17] Segal V. проаналізував режими і 

процеси інтенсивної пластичної деформації (ІПД, 

Severe Plastic Deformation (SPD)), яка розглядається як 

технологія обробки матеріалів. 

Для підвищення геометричних і фізико-

механічних характеристик поверхневого шару, який 

чинить первинний вплив на експлуатаційні властивос-

ті виробів, здійснюють обробно-зміцнюючу обробку 

деталі, для чого широко застосовуються методи пове-

рхнево-пластичної деформації (ППД). Усі методи 

ППД засновані на використанні пластичних властиво-

стей металів, здатних приймати залишкове напружен-

ня без порушення цілісності та об’єму заготовки. 

Скінченно-елементне моделювання процесу ку-

вання сталевої заготовки із використанням програми 

Deform 3D здійснене Obiko J.O., Mwema F.M., 

Bodunrin M.O. [18]. 

У роботі [19] розв’язується задача про напруже-

но-деформований стан замкового з’єднання робочих 

лопаток 1-го ступеня циліндра середнього тиску в 

умовах пластичної деформації. При розв’язанні з адачі 

використовується теорія пружно-пластичних дефор-

мацій. Розв’язання  задачі здійснюється із викорис-

танням двох різних підходів до завдання кривих плас-

тичної деформації. Оцінюється застосовність викори-

стання простішої білінійної апроксимації замість кла-

сичної мультилінійної.  

У роботі [20] Д. В. Лавинським, О. К. Морачков-

ським розглянуто пружно-пластичне деформування 

контактно-взаємодіючих тіл при дії імпульсного елек-

тромагнітного поля.  

Елементи військових колісних та гусеничних ма-

шин зазнають значно інтенсивніших навантажень, ніж 

елементи машин цивільного призначення. При їх екс-

плуатації діє, як правило, не один, а сукупно декілька 

чинників, які спричиняють кожен окремо нелінійні 

ефекти. Вони впливають один на одного, тому розгля-

дати їх незалежно неможливо. Отже, пряме та безпосе-

реднє застосування створених раніше моделей та від-

повідних методів не дає можливості адекватно і точно 

визначити довговічність, міцність та навантажувальну 

здатність елементів об’єктів військової техніки, що 

працюють у складних умовах навантаження при дії 

декількох чинників, які спричиняють нелінійності різ-

ного типу. Отже, незважаючи на значні можливості 

існуючих розробок, для елементів машин військового 

та цивільного призначення вкрай важливо розробити 

моделі та методи досліджень, які поєднують: мікро-

структурно обґрунтовані властивості матеріалів;  чин-

ники, які зумовлюють різні типи нелінійностей;  уза-

гальнений параметричний опис моделей елементів до-

сліджуваних конструкцій. 

Така комплексна розробка та дослідження по-

вною мірою натепер відсутні. Це не дає можливості 

розв’язувати актуальні та важливі задачі, які постають 

і для елементів об’єктів військової техніки, і для конс-

трукцій цивільного призначення. 

Таким чином, на теперішній час відсутні універ-

сальні методи розв’язання поставлених у роботі задач, 

які б задовольняли вимогам не тільки адекватного і 

точного моделювання, але й також адаптивного його 

здійснення, що дуже важливо на перших етапах проє-

ктування і технологічної підготовки виробництва, на 

яких необхідні багатоваріантні розрахунки НДС із 

урахуванням чинників пружно-пластичного деформу-

вання і контактної взаємодії. 

Разом із тим у низці робіт [13–15, 21, 22] розроб-

лені варіанти підходів, моделей та методів аналізу 

контактної взаємодії із урахуванням фізичної неліній-

ності матеріалів тіл, які можуть стати основою для 

вирішення поставленої в роботі проблеми. Саме ці 

напрацювання і були обрані у роботі як базові при 

розробці та розвитку теоретичних основ досліджень 

контактної взаємодії та пружно-пластичного дефор-

мування елементів об’єктів військової та цивільної 

техніки. 

Мета роботи – розвиток теоретичних основ до-

сліджень контактної взаємодії та пружно-пластичного 

деформування елементів машин військового та циві-

льного призначення.  

Розвиток варіаційної гранично-елементної по-

становки задачі контактної взаємодії в умовах 

пружно-пластичного деформування. Розглядається 

задача пружно-пластичного деформування контакту-

ючих тіл із розмірами області контакту, набагато ме-

ншою за їх розміри. За певних умов ці тіла можуть 

розглядатися як напівнескінченні. Враховуючи, що 

для випадку контакту пружних тіл справедливі спів-

відношення для визначення контактного тиску у ви-

гляді 

min)()(

2

1
)(

)()(

→δ−+⋅= ∫∫
SS

dshpdswwppФ , 

0),( ≥ηξp  у S , 

(1) 

 

де )( pФ  – функціонал повної додаткової енергії 

Калькера; 

21 zz uuw +=  – локальне зближення точок контак-

туючих на поверхні  S  тіл; 

δ  –  загальне зближення тіл; 

S – область, що покриває область можливого кон-

такту,   

h  –  розподіл початкового зазору. 

Застосовуючи як один із варіантів чисельного 

розв’язання контактної задачі подання шуканого роз-

поділу тиску p  у вигляді комбінації пірамідальних 

кусково-лінійних функцій ijn pp ≡  (рис. 1) np : 

nnn

n

ppp ⋅η−ηζ−ζ≅ηζ ∑ ),(ˆ),( , маємо у дискретизо-

ваному вигляді із (1) систему розв’язувальних спів-

відношень: 



ISSN 2079–0775      

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 1. 2022                             143 













≥

∈=⋅

δ=+

∑

,0

;,

2

3

;

2

p

JnPpc

hСp

cJ

cn                    (2) 

 

де C  – матриця коефіцієнтів впливу; 

p  – вектор-масив вузлових значень контактного 

тиску; 

h  – вектор-масив вузлових значень нормального 

початкового зазору між тілами; 

δ – зближення нескінченно віддалених точок кон-

тактуючих тіл; 

c  – крок трикутної моделі скінченних елементів на 

поверхні можливого контакту тіл; 

P  – інтегральна притискна сила між тілами; 

cJ  – множина вузлів, у яких реалізується активний 

контакт. 

Система рівнянь та нерівностей, яка справедлива 

для випадку пружного деформування, може бути пе-

реписана для прирощень компонент у вигляді: 
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Тут  )(sC  – матриця коефіцієнтів впливу, яка визначаєть-

ся для поточного стану контактуючих тіл на кроці s .  

Властивості цих тіл, що розглядаються як деякі 

пружні анізотропні, залежать від поточного стану 

(тобто значень контактного тиску) та історії процесу, 

яка зберігається у певному внутрішньому параметрі τ  

[24]. При цьому у окремих точках тіла можуть реалі-

зовуватися: пружне деформування; активне наванта-

ження; нейтральне навантаження [24]. Відповідно, 

обчислюються властивості ),()( τpC s . 

Масив прирощень вузлових значень контактного 

тиску на s -му кроці )(sp∆ задовольняє умовам суміс-

ності переміщень у вузлах, де реалізується активний 

контакт, причому як компоненти у першому рядку у 

системі співвідношень (3) присутні: прирощення 

зближення )(sδ∆ та накопичене до )1( −s -го кроку 

сумарне вибирання зазору:  
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Останній рядок у (3) відображає невід’ємність 

поточного рівня контактного тиску на s -му кроці. 

Цим самим ураховується можливість немонотонної 

поведінки прирощень )(rp∆ , які можуть бути і 

від’ємними,  аби тільки виконувалася нерівність у (3). 
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Рисунок 1 – До аналізу контактної взаємодії  

складнопрофільних тіл [23]: 

а – подання локального зазору між контактуючими 

тілами; б – деформація тіл і утворення контактної 

площадки під дією нормального зусилля;  

в – переміщення границі напівпростору під дією нор-

мального зусилля; г – регулярна трикутна сітка  

з кроком с та із вузлами ),( ji  і пірамідальний  

елемент тиску ijn pp ≡  

 

У (4), (5) співвідношення, що відповідають кроку   

1=s , вважаються справедливими для випадку пруж-

ного деформування. Тоді 
 

0;1 =τ=s ; CpC s =)0,()( ; 0)0( =p ; 0)0( =δ .    (6) 
 

Звичайно, співвідношення (3) справедливі для 

нескінченно малих прирощень dPddp ,, δ . Проте за 

вибору достатньо помірного кроку за навантаженнями 
)(rp∆ похибку при переході до скінченних прирощень 

(заміна у (3) d  на ∆ ) можна зробити прийнятною.  
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Тоді, розбиваючи історію навантаження на деяку кі-

лькість кроків, можна покроково визначати розподіл 

області контакту (тобто 
)(s

CJ ), тиску )(sp , зближення 

)(sδ , а за відповідними співвідношеннями [24] – і 

компоненти НДС контактуючих тіл. 

Розвиток постановок на основі теорії варіа-

ційних нерівностей і методу скінченних елементів. 

Спираючись, як і вище, на поданні історії наванта-

ження контактуючих тіл у вигляді послідовності кро-

ків, а також аналогічного до вищеприйнятого опису 

пружно-пластичного НДС як пружного, проте для 

матеріалу із визначеними за співвідношеннями теорії 

пластичності інкрементального типу властивостями 

[24], можна для визначення НДС тіл на s –му кроці 

застосувати співвідношення теорії варіаційних нерів-

ностей [25–28]. Тоді, подаючи функціонал повної ене-

ргії системи, що досліджується, у вигляді 

)(),()( )()()()( ssss ubuuauJ ∆−∆∆=∆ , (7) 

де ),( vva  – квадратична форма (потенціальна енергія 

пружного деформування тіл, що займають область 

Ω ): 

∫
Ω

Ωε⋅σ=
)(

)()(
2

1
),( dvvvva ijij , 

(8)

де ijij εσ ,  – компоненти тензорів напружень та дефо-

рмацій відповідно: 
 














+=ε

i

j

j

i
ij

dx

dv

dx

dv

2

1
,  klijklij C ε⋅=σ ,             (9) 

 

де ix  – декартові координати, до розгляду в яких від-

несено вектор переміщень точок із компонентами 

)( ij xv ; 

3,2,1, =ji ;    

ijklC  – тензор пружних констант матеріалу 

)3,2,1,,,( =lkji , який визначається за відомими 

співвідношеннями теорії пластичності (як уже зазна-

чалося, на основі аналізу типу поведінки матеріалу та 

історії навантаження) [24]. 

Слід зауважити, що співвідношення Коші (перше 

рівняння у (9)) може бути узагальнене на випадок скі-

нченних деформацій, і тоді воно стане нелінійним 

(тобто урахується і геометрична нелінійність). Крім 

того, варто зазначити, що у (8) квадратична форма 

підсумовується за всіма областями qΩ , якщо тіло не 

одне, а декілька. Це також справедливо і для лінійної 

форми  )(vb  у (7): 

∫ ⋅=
)(

)(

S

ii dsufvb ,  
(10)

де f  – розподілене навантаження на поверхні S  (а з 

урахуванням наявності кількох тіл – за всіма qS ). 

Задача визначення НДС у цьому випадку набуває 

вигляду:  

 )()()( min,)( sss KuuJ ∈∆→∆ . 
(11)

Тут )(sK  – множина таких функцій )(sv∆ , що задово-

льняють умовам: 

αβ
−

αββα δ≤δ+∆+∆ )1()()( sss
vv , 

(12)

де βα vv ,  – нормальні переміщення на поверхнях кон-

тактуючих тіл αΩ  і βΩ  відповідно; 

αβδ  – нормальний зазор між поверхнями αS  і βS  

контактуючих тіл; 
)1( −

αβδ s
– накопичене зближення точок поверхонь αS  

і βS  уздовж нормалі. 

Якщо до дискретизації функції )(su∆  застосувати 

метод скінченних елементів [12], тобто подати їх у 

вигляді  

z

z

s
z

s
u ϕ⋅µ∆=∆ ∑ )()(

, (13) 

де zµ  – масив вузлових переміщень із номерами z  із 

множини Z  скінченно-елементної моделі досліджу-

ваної системи тіл; 

zϕ  – відповідні базисні функції, 

то одержимо із (11): 
 

min
2

1 )()()()(

,

→µ∆⋅−µ∆⋅µ∆⋅ λ
λ

λλω
λω

ωλ ∑∑ ssss bA ,     (14) 

 

де ωλA , λb  – компоненти матриці жорсткості та век-

тору вузлових навантажень (відповідають s –му кроку 

навантаження), що визначаються шляхом підстановок 

базисних функцій ωϕ  та λϕ  у білінійну форму, якою 

породжена квадратична форма (8), та у лінійну форму 

(10). 

Мінімум (14) відшуковується на множині ліній-

них односторонніх обмежень, що визначаються із (12) 

при підстановці подання (13). 

Таким чином, послідовно мінімізуючи (14), ви-

значається множина )(sK (тобто її дискретний аналог 

у вигляді вузлів, де досягається рівність у дискретних 

аналогах співвідношень типу (12)), прирощення век-

тору переміщень )(su∆  та компонент тензорів )(sσ∆ , 
)(sε , а також контактний тиск як нев’язка у рівняннях 

рівноваги у контактуючих вузлах. Відповідно, 

розв’язується задача визначення напружено-

деформованого стану контактуючих тіл за пружно-

пластичного деформування їх матеріалів. 

Як і у попередньому випадку методу граничних 

елементів, для методу скінченних елементів теж спра-

ведливе зауваження стосовно того, що усі співвідно-

шення справедливі відносно нескінченно малих при-

рощень компонент НДС, а перехід до скінченних (тоб-

то від d  до ∆ ) обмежується рівнем похибки, яка при 
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цьому регулюється шляхом вибору кроку за наванта-

женням. 

Узагальнення розв’язувальної системи спів-

відношень для дослідження контактної взаємодії 
та пружно-пластичного деформування елементів 

конструкцій машин військового та цивільного 

призначення. Розглядаючи співвідношення МГЕ та 

МСЕ, наведені вище, можна сформувати 

розв’язувальні співвідношення для задачі, що сфор-

мована, у вигляді: 
 

 min
2

1
)( →−= ∑∑ eedeedMJ YNYYY ,      (15) 

 

 n

g

gqnQ HY∑ ≤ , ,...2,1=n              (16) 

 

де Y  – вектор, що об’єднує ті чи інші невідомі (вуз-

ловий тиск чи вузлові переміщення) на певному кроці 

навантаження, що розглядаються у прирощеннях; 

матриця M  – відповідно коефіцієнти матриць 

впливу )(C  чи жорсткості )(A , див. вище;  

N  – вектор, у якому зібрані вузлові зазори чи сили;  

Q  – матриця, що формує обмеження не проник-

нення вузлів тіл одне в одного,  

H  – вектор міжвузлових зазорів. 

Співвідношення (15), (16) формують послідовно-

сті задач квадратичного програмування, проте зі змін-

ними (при переході від )1( −s –го до  s –го кроку) 

компонентами HNM, ,, Q . Тому для розв’язання 

такого типу задач застосовні різні методи: релакса-

ційні процедури [29], ітераційні алгоритми [13, 14], 

оптимізаційні методи [30] тощо. Вибір того чи іншого 

методу диктується умовами конкретної задачі. 

Висновки.  

1. Викладено теоретичні основи досліджень ко-

нтактної взаємодії та пружно-пластичного деформу-

вання елементів машин військового та цивільного 

призначення. Вони базуються на поданні пружно-

пластичного напружено-деформованого стану як по-

слідовності пружних станів, але із властивостями ма-

теріалів, які коригуються, на відміну від традиційних 

підходів,  залежно від поточного його стану та історії 

навантаження у кожній точці. 

2. Із застосуванням модифікації варіаційного 

принципу Калькера та метода граничних елементів 

задача про контактну взаємодію зводиться до послі-

довності розв’язань задач пошуку мінімуму квадрати-

чного функціоналу на множині лінійних обмежень. На 

кожному етапі шуканими є прирощення контактного 

тиску у вузлах гранично-елементної сітки. На відміну 

від попередніх варіантів МГЕ, компоненти 

розв’язувальної системи співвідношень залежать від 

історії навантажень. 

3. Аналогічно до п. 2, але із застосуванням тео-

рії варіаційних нерівностей  та методу скінченних 

елементів, вихідна задача теж розбивається на низку 

кроків, проте – відносно переміщень у вузлах скін-

ченно-елементної сітки (точніше, - прирощень пере-

міщень). Відмінністю від традиційних постановок, 

аналогічно до п. 2, є залежність усіх компонент 

розв’язувальних співвідношень від поточного напру-

жено-деформованого стану та історії навантаження у 

кожній точці контактуючих тіл. Це відрізняє такі 

співвідношення від традиційних для контакту тіл із 

фізично лінійними матеріалами. При цьому досяга-

ється перевага у частині урахування історії процесу 

контактної взаємодії. 

4. Здійснено узагальнення розв’язувальної сис-

теми співвідношень для дослідження контактної взає-

модії та пружно-пластичного деформування елементів 

машин військового та цивільного призначення. Воно 

полягає в уніфікованому записі гранично- та скінчен-

но-елементних формулювань у вигляді послідовності 

задач квадратичного програмування. Відмінність від 

традиційних постановок полягає у змінюваних ком-

понентах, які формують дискретизований функціонал 

та обмеження. Ця особливість відображає залежність 

розв’язку від поточного напружено-деформованого 

стану та історії навантаження. 

Розроблені підходи, моделі та методи досліджень 

можуть бути застосовані до аналізу напружено-

деформованого стану контактуючих елементів  машин 

військового та цивільного призначення із урахуванням 

пружно-пластичного деформування їхніх матеріалів. 
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