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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ СКЛАДНОПРОФІЛЬНИХ ТІЛ ІЗ УРАХУВАННЯМ НЕЛІНІЙНИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРІАЛУ ПРОМІЖНИХ ШАРІВ  

 
У роботі описані результати досліджень напружено-деформованого стану складнопрофільних тіл, які контактують на поверхнях близької форми. 
При цьому проміжний шар, що розміщується між цими тілами, має нелінійні властивості, залежні від історії навантаження. Ці властивості можуть 
бути зумовлені мікроструктурою поверхневих шарів матеріалів контактуючих тіл. Також вони можуть визначатися властивостями матеріалів 
мережевої структури, полімерів, гумоподібних матеріалів, напилень, прокладок тощо. На прикладі поршнів гідрооб’ємних передач проілюстровано 
вплив цих властивостей на розподіл контактного тиску. Установлено, що зі зміною властивостей проміжних шарів змінюється характер розподілу 
контактного тиску, також змінюються зони розташування мінімумів та максимумів напружень. Крім того, сама область контакту змінює розміри і 
форму. Також визначені особливості напружено-деформованого стану у контактуючих тілах. Установлені можливості управління розподілами 
контактного тиску і напружено-деформованим станом контактуючих тіл за рахунок цілеспрямованої зміни властивостей проміжних шарів.  
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КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СЛОЖНОПРОФИЛЬНЫХ ТЕЛ С УЧЕТОМ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРИАЛА ПРОМЕЖУТОЧНЫХ СЛОЕВ  

 
В работе описаны результаты исследований напряженно-деформированного состояния сложнопрофильных тел, которые контактируют по 
поверхностям близкой формы. При этом промежуточный слой, размещенный между этими телами, имеет нелинейные свойства, зависящие от 
истории нагружения. Эти свойства могут быть обусловлены микроструктурой поверхностных слоев материалов контактирующих тел. Также они 
могут определяться свойствами материалов сетевой структуры, полимеров, резиноподобных материалов, напылений, прокладок и тому подобное. 
На примере поршней гидрообъемных передач проиллюстрировано влияние этих свойств на распределение контактного давления. Установлено, что 
с изменением свойств промежуточных слоев изменяется характер распределения контактного давления, также меняются зоны расположения 
минимумов и максимумов напряжений. Кроме того, сама область контакта изменяет размеры и форму. Также определены особенности напряженно-
деформированного состояния в контактирующих телах. Установлены возможности управления распределением контактного давления и 
напряженно-деформированным состоянием контактирующих тел за счет целенаправленного изменения свойств промежуточных слоев. 

Ключевые слова: контактное взаимодействие; напряженно-деформированное состояние; промежуточный слой; гидрообъемная передача; 
контактное давление; область контакта 
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CONTACT INTERACTION OF COMPLEX-SHAPED BODIES WITH ACCOUNT FOR NONLINEAR 
CHARACTERISTICS OF THE INTERMEDIATE LAYER MATERIAL 
 

The paper describes the analysis of stress-strain state of complex-shaped bodies that come into contact over surfaces of conforming shape. The intermediate layer 
placed between these bodies has nonlinear properties depending on the load history. These properties may be associated with the microstructure of the surface 
layers of the materials of the contacting bodies. They can also be determined by the properties of network structure materials, polymers, rubber-like materials, 
sprays, gaskets, etc. The effect of these properties on the contact pressure distribution is illustrated by the example of hydraulic pistons. It is established that with 
the change of properties of intermediate layers the character of contact pressure distribution changes together with the locations of minima and maxima of 
contact pressure. Moreover, the contact area itself changes size and shape. Peculiarities of the stress-strain state of the contacting bodies are also determined. 
Possibilities of control of contact pressure distributions and stress-strain state of contacting bodies by special choice of intermediate layer properties are 
established. 
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Вступ. На теперішний час у складі 

машинобудівних конструкцій часто зустрічаються 
вузли, у яких робочий процес здійснюється шляхом 
контактної взаємодії деталей складної форми. Зокрема, 
це зубчасті колеса та тіла кочення підшипників із 
модифікованими робочими поверхнями, поршні 
двигунів внутрішнього згоряння із профільованими 
бічними поверхнями тощо. Відповідно, реалізується 
контакт складнопрофільних тіл. Зазор між поверхнями 
цих тіл достатньо малий, що примушує враховувати у 
переміщеннях точок цих поверхонь складові, якими в 
інших випадках нехтують. Серед таких складових – ті, 
що викликані деформуванням поверхневих шарів 
шорсткості, які неминуче присутні на деталях, що 
виготовлені на тому чи іншому обладнанні із 
застосуванням певних інструментів. Фізико-механічні 

властивості таких шарів залежать від типу основного 
матеріалу деталі, технологічних режимів оброблення, 
термохімічного впливу та зміцнення тощо. Крім того, 
слід зазначити, що на властивості шару чинить вплив 
мікростуктура та мікропрофіль шорсткості. 

Отже, контактуючі шорсткі поверхні взаємодіють 
уздовж поверхонь складного мікропрофілю із 
складними розподілами властивостей за товщиною. У 
загальному випадку такі властивості не тільки 
нелінійні, але й залежать від історії навантаження. 
Тому традиційні підходи, моделі та методи досліджень 
не завжди адекватно відтворюють  реальну контактну 
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взаємодію. Відповідно, потрібні дослідження, які 
ураховують залежність властивостей проміжних та 
поверхневих шарів контактуючих складнопрофільних 
тіл від історії навантаження. Це спрямувало напрямки 
досліджень, які описані у цій статті на прикладі 
контактної взаємодії кулькового поршня гідрооб’ємної 
передачі із біговою доріжкою статорного кільця на 
розвиток роботи [1]. 

Аналіз існуючих моделей та методів аналізу 
контактної взаємодії елементів конструкцій.  

Як зазначається у роботі [1], контактна взаємодія у 
багатьох випадках визначає розподіл сил, які 
передаються від одного тіла (деталі) до іншого. У свою 
чергу, це вимагає аналізу контактної взаємодії 
складнопрофільних тіл із урахуванням низки важливих 
чинників. Відповідно, для чисельного та аналітичного 
визначення контактної взаємодії застосовують різні 
моделі та методи. Зокрема, це модель Герца [2 – 4], 
методи граничних інтегральних рівнянь (МГІР) та 
граничних елементів (МГЕ) [5–9], теорія варіаційних 
нерівностей [10–15], варіаційний принцип Калькера 
[16–18] тощо. У той же час повного та ефективного 
вирішення задач, які виникають при моделюванні 
контактної взаємодії складнопрофільних тіл, 
перелічені методи та моделі не забезпечують. 

У низці робіт [19–26] запропоновані різні моделі 
для урахування проміжних та поверхневих шарів 
контактуючих тіл. 

Разом із тим необхідно інтегрувати у єдине ціле 
так звані «макромоделі» контакту тіл та «мікромоделі» 
властивостей поверхневих та проміжних шарів. А це у 
багатьох випадках відсутнє. 

Таким чином, на передній план виступає 
розроблення комплексних моделей, які не тільки 
поєднують «мікро-» та «макро-» рівні, але ще і дають 
можливість відображати залежність властивостей 
проміжних чи поверхневих шарів контактуючих тіл від 
історії навантаження. У цьому напрямку значні 
просування досягнені та описані у багатьох роботах, 
зокрема у [1, 9, 14]. Тому ці розробки були використані 
як база досліджень, які описані у цій роботі. 

Мета роботи – дослідження напружено-
деформованого стану складнопрофільних тіл, що 
контактують за наявності проміжних або поверхневих 
шорстких шарів, властивості яких залежать від історії 
навантаження. 

Дослідження здійснюються на прикладі контакту 
кулькового поршня гідрооб’ємної передачі ГОП-900 
для перспективної танкової трансмісії із біговою 
доріжкою статерного кільця [1, 5, 6, 27]. 

Моделі та методи досліджень. Методичною 
основою та відповідною базою досліджень є розробки 
та результати, описані у роботі [1]. Зокрема, для 
аналізу напружено-деформованого стану (НДС) 
контактуючих тіл пропонується застосувати або 
принцип мінімуму повної енергії системи на множині 
переміщень K , які задовольняють умовам 
непроникненням на поверхнях можливого контакту, 
або варіаційний принцип Калькера, що полягає у 
мінімізації функціоналу додаткової роботи на 
невід’ємних розподілах контактного тиску р. І перший, 
і другий підхід формується у прирощеннях. Чисельна 

дискретизація задач здійснюється відповідно на основі 
методів скінченних (МСЕ) та граничних елементів 
(МГЕ). 

Опис розроблених варіаційних постановок, 
побудованих моделей реалізованих методів наведено у 
роботі [1]. 

У цій роботі, як і у попередній [1], використані 
такі ж математичні моделі та чисельні методи. Проте 
для відображення поведінки проміжного поверхневого 
шару під навантаженням розглянуто більш широку 
множину моделей залежностей «контактний тиск – 
обтискання» для такого шару. Зокрема, на рис. 1 
наведено діаграму деформування в координатах 
«абсолютна величина напруження (тиск) σ (р) – 
абсолютна величина деформацій ε», яка відображає 
властивості матеріалу проміжного шару умовною 
товщиною 0,1 мм. 

 

 
 

Рисунок 1 – Діаграма деформування матеріалу проміжного 
шару між контактуючими тілами 

 
Для опису властивостей матеріалу проміжного 

шару можна ввести такі безрозмірні характеристики: 
 

,/tg=/= 111 EEE γα   (1) 

12122 /tgtg=/= γγα EE ,  (2) 

13133 /tgtg=/= γγα EE ,  (3) 

Tσσ=β /11 ,   (4) 

( ) Tσσ−σ=β /122 ,      (5) 
 

де Е =2·1011
Па – модуль пружності матеріала основних 

контактуючих деталей (у цьому випадку – сталь);  

Tσ  = 500 МПа – умовно обрана границя  текучості 

основного матеріалу. 
Таким чином, для аналізу НДС контактуючих тіл 

із проміжним шаром із залежністю властивостей від 
історії навантаження, у цьому конкретному випадку 
необхідно ввести деякий внутрішній параметр τ. Цей 
параметр описує еволюцію процесів, що 
досліджуються. У кожній точці тіла здійснюється 
перехід від початкової точки О до кінцевої L . 
Оскільки усі розв’язувальні співвідношення – 
інкрементального типу [1], то при чисельній реалізації 
відбувається розбиття усього інтервалу на скінченні 
етапи і = 1,2,…N. На кожному із етапів прирощенню 

iτ∆  (див. рис. 1) відповідає певна зміна властивостей 

проміжного шару. Відповідно, визначаються 
прирощення компонент полів скалярів контактного 
тиску ∆і р(ρ), векторів переміщень ∆і u(r), деформацій 
∆і ε(r) та напружень ∆і σ(r). 

Тут r, ρ – радіус-вектори поточних точок областей 
– об’ємів Ω, які займають відповідні тіла, та 
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поверхонь cS  можливого контакту цих тіл, відповідно. 

Відповідно, на і-му кроці 
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Тут σε,u,  – вектор переміщень та тензори деформацій 

і напружень.  
Подібний підхід задекларовано у роботі [1], 

причому для окремих задач він реалізований із 
застосуванням методу граничних елементів та методу 
скінченних елементів. 

У цій роботі нижчі описані результати досліджень 
із застосуванням МСЕ. 

Задачі досліджень напружено-деформованого 
стану  контактуючих тіл із проміжним шаром. Як і у 
роботі [1], як тестову конструкцію залучено 
гідропередачу ГОП-900 для оснащення перспективних 
танкових трансмісій, яка розроблена Державним 
підприємством «Харківське конструкторське бюро з 
машинобудування ім. О.О. Морозова» [27]. Зокрема, у 
цій конструкції (рис. 2) проблемним є з’єднання 
«кульковий поршень 5 – обомна (бігова доріжка) 7 
статора насоса 6».  

 

 
 

1 – корпус; 2 – блок цапфових розподілювачів; 3 – блок 
циліндрів насоса (ротор); 4 – блок циліндрів гідромотора 

(ротор); 5 – кульковий поршень; 6 – статор насоса;  
7 – обойми (бігові доріжки) насоса та гідромотора; 

8 і 9 – вхідний і вихідний вали гідропередачі 
 

Рисунок 2 – Гідропередача ГОП-900  
із кульковими поршнями [27] 

 
Оскільки у цьому випадку властивості шарів 

шорсткості на контактуючих деталях (поршень 5 та 
бігова доріжка 7) чинять значний вплив на контактну 
взаємодію цих тіл, то у наступних дослідженнях було 
здійснено початковий аналіз із пробними значеннями 
варійованих параметрів α1 ÷ α3, β1, β2. Вони за номінальні 
мають одиничні значення αs = 1; βk = 1; s = 1÷3; k =1,2. 
При цьому притискна сила Р поршня до бігової доріжки 
варіюється від 50 кН до 200 кН (із проміжним, умовно 

«номінальним» значенням Р = 100 кН). 
У ході конкретної реалізації  для моделювання т.з. 

«білінійної» нелінійної моделі поведінки проміжного 
шару (тобто α3 ≡ α2) між кульковим поршнем та біговою 
доріжкою ГОП-900 розміщено два шари (рис. 3).  

 

Материал 1 Материал 2

М
а

т. 1

М
а

т. 2

 
Рисунок 3 – Геометрична форма контактування тіл 

(кульковий поршень, два проміжних шарів  та бігова доріжка) 
 

Перший має висоту 10-4 м, модуль пружності 1E , 

другий – висоту 6⋅10-5 м, модуль пружності 

2E  = 1010 Па, відповідно ( 3E 2E≡ ). 

Основною задачею було визначити характерну 
поведінку розподілів контактного тиску при 
варіюванні властивостей проміжного шару між 
контактуючими тілами. На рис. 4, 5  наведені 
скінченно-елементі моделі, крайові умови та умови 
навантаження. 

 

       
 

 
 

 Рисунок 4 – Скінченно-елементна сітка (1/4 моделі)  
 
У ході досліджень параметри α варіюються 

відповідно до даних, зведених у табл. 1. 
 
Таблиця 1 – Розрахункові варіанти досліджень 

напружено-деформованого стану  контактуючих деталей 
поршня та бігової доріжки ГОП-900 

 

№ α 1 № α 1 
1 2,5⋅10-3  5 1,5⋅10-2 
2 5⋅10-3 6 1,6⋅10-2 
3 7,5⋅10-3 7 1,65⋅10-2  
4 10-2 8 1,7⋅10-2 

 
В табл. 2–6 та на рис. 6–15 наведені розподіли 

контактного тиску р, повних переміщень |u| та 
еквівалентних напружень за Мізесом σекв. залежно 
від параметра τ = {0,5; 1,0; 2,0} с, що відповідає 
зміні притискної сили Р від 0 кН до 200 кН (для 

матеріал 1     матеріал 2 
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віріанту 8 у випадку відсутності контакту розподіл тиску не наведено). 
 

 
а        б 

 

Рисунок 5 – Крайові умови (а) та навантаження (б) (1/4 моделі) в умовних «с» 

 

                      
а     б     в 

 

Рисунок  6 – Повні переміщення у конструкції при навантаженні: а – 50 кН, б –  100 кН, в –  200 кН 
 

                          
 

а     б     в 
Рисунок 7 – Еквівалентні напруження за Мізесом у конструкції при навантаженні: а – 50 кН, б –  100 кН, в –  200 кН 

 
Таблиця 2 – Повні переміщення (мм) у шарі із матеріалу 1 при різних значеннях навантаження  

 

№ 
вар. 

50 кН 100 кН 200 кН 
1 

   
2 

 
  

3 
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Закінчення табл. 2 

№ 
вар. 

50 кН 100 кН 200 кН 
4 

   
5 

   
6 

   
7 

   
 

Таблиця 3 – Повні переміщення (мм) у шарі із матеріалу 2 при різних значеннях навантаження  
№ 
вар. 

50 кН 100 кН 200 кН 
1 

   
2 

   
3 

   
4 
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Закінчення табл. 3 
№ 
вар. 

50 кН 100 кН 200 кН 
5 

   
6 

   
7 

   
 

Таблиця 4 – Еквівалентні напруження за Мізесом (МПа) у шарі із матеріалу 1 при різних значеннях навантаження  
 

№ вар. 50 кН 100 кН 200 кН 
1  

 

 

 

 

 

 

 

 

2  

 

  

 

 

 
3 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
4 

 

 

 

 

 

 

5  
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Закінчення табл. 4 
№ вар. 50 кН 100 кН 200 кН 

6 

 

 

 

 

 

 
7 

 

 
 

 

 

 
 

Таблиця 5 – Еквівалентні напруження за Мізесом (МПа) у шарі із матеріалу 2 при різних значеннях навантаження  
 

№ вар. 50 кН 100 кН 200 кН 
1 

 

 

 

 

 

 
2 

 

 

 

 

 

 
3 

 

 

 

 

 

 
4 

 

 

 

 

 

 
5 
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Закінчення табл. 5 
 

№ вар. 50 кН 100 кН 200 кН 
6 

 

 

 

 

 

 
7 

 

 

 

 

 

 
 

Таблиця 6 – Контактний тиск у шарі (МПа) із матеріалу 1 при різних значеннях навантаженні  
 

№ вар. 50 кН 100 кН 200 кН 
1 

 

 

 

 

 
2 

 

 

 

 

 
3 

 

  
 

4 

 
  

5 

 
  

6 
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Закінчення табл. 6 
 

№ вар. 50 кН 100 кН 200 кН 
7 

  
 

 

   

  
 

 
а       б       в 

 
г 

Рисунок 8 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні (варіант № 1 у табл. 1):  
а – 50 кН, б –  100 кН, в –  200 кН, г - рівень контактного тиску залежно від історії навантаження 

 

   

   
а       б       в 

 
 

Рисунок 9 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні (варіант № 2 у табл. 1):  
а – 50 кН, б –  100 кН, в –  200 кН, г –  рівень контактного тиску залежно від історії навантаження 

 

   

   
а       б       в 

 
г 

Рисунок 10 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні (варіант № 3 у табл. 1): 

 а – 50 кН, б –  100 кН, в –  200 кН, г –  рівень контактного тиску залежно від історії навантаження 
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а       б       в 

 
г 

Рисунок 11 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні (варіант № 4 у табл. 1):  
а – 50 кН, б –  100 кН, в –  200 кН, г –  рівень контактного тиску залежно від історії навантаження 

 

 

 
а 

 

 
б 

 
в 

Рисунок 12 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні  
(варіант № 5 у табл. 1): а – 100 кН, б –  200 кН, в –  рівень контактного тиску залежно від 

історії навантаження (для навантаження 50 кН  контактний тиск відсутній) 
 

 

 
а 

 

 
б 

 
в 

Рисунок 13 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні  
(варіант № 6 у табл. 1): а – 100 кН, б –  200 кН, в –  рівень контактного тиску залежно від історії 

навантаження (для навантаження 50 кН – контактний тиск відсутній) 

 

 

 
а 

 

 
б 

 
в 

Рисунок 14 –  Контактний тиск (МПа) у шарі із матеріалу 2 при навантаженні  
(варіант № 7 у табл. 1): а – 100 кН, б –  200 кН, в –  рівень контактного тиску залежно від 

історії навантаження (для навантаження 50 кН - контактний тиск відсутній) 

 
Рисунок 15 –  Контактний тиск у шарі із матеріалу 2 при навантаженні (варіант № 8 у табл. 1)  
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Рисунок 16 – Відносні рівні характеристик напружено-деформованого стану в контакті матеріалу 1 (а) та матеріалу 2 (б) 

(відносилось до тиску при Е=2·109 Па) 
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 Рисунок 17 – Рівні характеристик напружено-деформованого стану в контакті матеріалу 1 (а) та матеріалу 2 (б)  
 

На рис. 16, 17 наведені рівні (відносних та 
абсолютних) тиску, переміщень та напружень 

відповідно: ,;;
1

maxeкк

maxeкк
1
max

max
1
max

max

σ

σ
=δ=δ=δ σ

MM

u

M

p
u

u

p

p
 

де індекс М відповідає номеру варіанту в табл. 1. 
Аналіз отриманих результатів досліджень 

напружено-деформованого стану кулькового 
поршня гідропередачі ГОП-900. Як видно із 
наведених розподілів контактного тиску, повних 
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переміщень та еквівалентних напружень за Мізесом 
(див. рис. 2–15 та табл. 2–6), їхній характер має  свої 
особливості. З одного боку, за малого рівня 
навантажень реалізуються розподіли, характерні для 
традиційних моделей: контактна область має  форму 
овала, максимальний контактний тиск  – у центральній 
точці цієї області. Однак зі зростанням  навантажень 
форма контактної області трансформується у 
криволінійній чотирикутник із округленими кутами. 
Надалі за зростання навантажень до контактування 
долучається другий, більш жорсткий шар. Область 
контакту набуває гантелевидної форми. Контактний 
тиск досягає максимумів у центрі та на периферії (у 
центрі краплевидного розширення). 

Що стосується загальних характеристик 
напружено-деформованого стану контактуючих тіл 
(див. рис. 16, 17), то вони відображають особливості 
дослідженої системи. Спостерігається не тільки їх 
нелінійний характер, але й ділянки  переломів, які 
властиві переходам від одного етапу навантаження до 
іншого.  

Висновки. Із застосуванням розробленої нової 
моделі контактної взаємодії установлені особливості 
напружено-деформованого стану елементів 
«кульковий поршень – бігова доріжка» гідропередачі 
ГОП-900. 

1. Зростання притискної сили призводить до 
зміни області контакту від початково овальної до 
гантелевидної. 

2. Контактний тиск змінює характер розподілу на 
області контакту. Зі зростанням притискної сили 
з'являється  локальний максимум на периферійній 
частині, а не тільки у центрі. 

3. Наявність другого контактного шару, який 
вступає у взаємодію після вибирання початкового 
зазору, суттєво впливає на розподіл контактного тиску. 

У цілому розроблена модель  демонструє і 
певні можливості, і деякі обмеження у дослідженні  
контактної взаємодії тіл близької форми. Надалі 
планується розвиток цієї моделі та дослідження 
контактної взаємодії системи тіл у більш широкому 
діапазоні варійованих параметрів. 
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