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ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ВИСОКИХ ТЕХНІЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
МАШИН ВІЙСЬКОВОГО ТА ЦИВІЛЬНОГО ПРИЗНАЧЕННЯ НА ОСНОВІ ДОСЛІДЖЕННЯ  
МІЦНОСТІ СКЛАДНОПРОФІЛЬНИХ ДЕТАЛЕЙ 

 
З метою забезпечення високих тактико-технічних характеристик машин цивільного та військового призначення необхідно підвищувати 
міцність найбільш навантажених та відповідальних елементів конструкцій, якими є складнопрофільні деталі у процесі інтенсивних контакт-
них навантажень. Для випадку близької форми поверхонь контактуючих тіл стають важливими чинники, які раніше не враховувалися, зок-
рема, нелінійна контактна жорсткість поверхневих шарів деталей. Відповідно, в умовах непроникнення контактуючих тіл замість традицій-
них лінійних компонентів з'являються також нелінійні. Для дослідження контактної взаємодії тіл із урахуванням такого типу обмежень 
необхідно розробити нові підходи, методи та моделі. Ця проблема вирішується у роботі не тільки для задач аналізу, але й синтезу нових 
геометричних форм складнопрофільних тіл за критеріями міцності. Завдяки цьому можуть бути розв'язані задачі проектних досліджень 
перспективних гідропередач танкових трансмісій, модифікації форми робочих поверхонь зубчастих передач та тіл кочення у погонах башт і 
бойових модулів військових машин. У свою чергу це дасть змогу підвищити міцність та довговічність, а також поліпшити загальні технічні і 
тактико-технічні характеристики машин цивільного та військового призначення.  

Ключові слова: тактико-технічна характеристика, міцність, довговічність, напружено-деформований стан,  складнопрофільне тіло, кон-
тактна жорсткість 
 
С целью обеспечения высоких тактико-технических характеристик машин гражданского и военного назначения необходимо повышать про-
чность наиболее нагруженных и ответственных элементов конструкций, каковыми являются сложнопрофильные детали в процессе интен-
сивных контактных нагрузок. Для случая близких по форме поверхностей контактирующих тел становятся важными факторы, которые 
ранее не учитывались, в частности, нелинейная телефона жесткость поверхностных слоев деталей. Соответственно, в условиях непроникно-
вения контактирующих тел вместо традиционных линейных компонентов появляются также нелинейные. Для исследования контактного 
взаимодействия тел с учетом такого типа ограничений необходимо разработать новые подходы, методы и модели. Эта проблема решается в 
работе не только для задач анализа, но и синтеза новых геометрических форм сложнопрофильных тел по критериям прочности. Благодаря 
этому могут быть решены задачи проектных исследований перспективных гидропередач танковых трансмиссий, модификации формы рабо-
чих поверхностей зубчатых передач и тел качения в погонах башен и боевых модулей военных машин. В свою очередь это позволит повы-
сить прочность и долговечность, а также улучшить общие технические и тактико-технические характеристики машин гражданского и воен-
ного назначения. 

Ключевые слова: тактико-техническая характеристика, прочность, долговечность, напряженно-деформированное состояние, сложно-
профильных тело, контактная жесткость 

 
In order to attain high performance characteristics of military and civil purpose machines one needs to increase strength of the most loaded and crucial 
structural elements, including complex-shaped parts engaged in intense contact interaction. In case of the close surface geometry of the contacting 
bodies such previously excluded factors as nonlinear contact flexibility of the surface layers gain importance. Accordingly, the nonlinear terms besides 
the linear components appear in the impenetration conditions. The analysis of contact interaction with account for this type of constraints requires new 
approach, methods and models. This problem is solved not only in analysis but for the synthesis of new geometrical forms of complex-shaped bodies 
according to the strength criteria as well. This allows to justify new design solutions of perspective hydraulic drives in tank transmissions, modification 
of gear teeth surface geometry and rolling components of turret rings in combat vehicles. This in turn will enhance strength and durability as well as 
general tactical and technical characteristics of military and civil purpose machines. 
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Вступ. Аналіз результатів, отриманих іншими 

вітчизняними та закордонними вченими 
 

Актуальність проблеми обумовлена тим, що 
велика кількість машин військового і цивільного 
призначення містить елементи, що знаходяться в 
умовах контактного силового і кінематичного спо-
лучення (спряження). З метою зменшення контакт-
ного тиску в цих зонах проектувальники прагнуть 
виконати спряжені поверхні близької форми або 
такими, що збігаються. Це, наприклад, "бочкуван-
ня" робочих поверхонь зубців різних зубчастих пе-
редач, модифікація поверхонь роликопідшипників, 
модифікація бігових доріжок гідропередач танкових 
трансмісій і погонів танкових башт, профілювання 
поршнів двигунів внутрішнього згоряння за висо-
тою і в окружному напрямку, їх корундування або 
дискретне зміцнення тощо. Традиційні методи мо-
делювання контактної взаємодії призводять в таких 
випадках або до значних похибок в отриманих ре-
зультатах, або до надмірно громіздких числових 
моделей. 

Ще одним істотним чинником є недостатньо 
адекватне моделювання умов контактного сполу-

чення на границях тіл. Найчастіше для цього запису-
ється, наприклад, умова непроникнення для гладких 
тіл в лінеаризированому вигляді. Як один з найбільш 
адекватних варіантів − врахування шорсткості, яка 
моделюється, наприклад, вінклеровим шаром, що дає 
дещо уточнені, але також лінеаризовані умови конта-
ктної взаємодії, які є умовами сумісності переміщень. 
У той же час, сам поверхневий шар шорсткості має в 
загальному випадку нелінійні властивості в залежно-
сті "тиск − переміщення". У результаті отримувані 
залежності контактної жорсткості (податливості) від 
тиску, швидкостей, температури, режимів і техноло-
гій зміцнення тощо, які базуються на мікромеханіч-
них моделях, стають істотно нелінійними. Таким чи-
ном, у записі умов контактної взаємодії (непроник-
нення) з'являються нелінійні доданки, зумовлені не-
лінійністю фізико-механічних характеристик матері-
алів поверхневих шарів. Отже, структурна неліній-
ність задачі доповнюється фізичною, причому друга 
присутня у співвідношеннях, що відображають суть 
першої. Для розв'язання таких задач, що містять не-
лінійні доданки в умовах контактної взаємодії, необ-
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хідна розробка нових методів і підходів. Більш того, 
потрібна розробка нових шляхів розв'язання обер-
нених задач, тобто синтезу геометричної форми 
профілів поверхонь взаємодіючих тіл, які дають 
можливість управляти (наприклад, мінімізувати) 
контактним тиском, напруженнями або іншими ха-
рактеристиками. Ці обставини формують актуальну 
наукову проблему розробки нових методів аналізу 
контактної взаємодії елементів машинобудівних 
конструкцій з урахуванням не тільки структурної, а 
й додаткової фізичної нелінійності, а також синтезу 
геометричної форми поверхонь контактуючих тіл за 
критеріями контактної міцності. 

Вирішення всіх перерахованих проблемних 
питань повною мірою і в завершеному вигляді до 
теперішнього часу відсутнє. У свою чергу, потреби 
машинобудування в розробці методів розв'язання 
даного типу задач переоцінити важко. У результаті 
склалося протиріччя між потребами машинобуду-
вання, з одного боку, і можливостями механіки, − з 
іншого. Усунення цього протиріччя передбачає ви-
рішення масштабної науково-практичної проблеми, 
яка полягає в розробці і реалізації методів розв'я-
зання фізично і структурно нелінійних задач визна-
чення напружено-деформованого стану (НДС) зад-
ля забезпечення конструкційної міцності складноп-
рофільних елементів машинобудівних конструкцій. 
Це особливо важливо із огляду на те, що подібні 
елементи зазвичай є тими, що в основному визна-
чають технічні і тактико-технічні характеристики 
машин військового та цивільного призначення.  

Теоретичні розробки, описані у роботі, спира-
ються на значний доробок богатьох вітчизняних та 
зарубіжних вчених [1-10]. 

Проблема, що вирішується у роботі – форму-
вання нових фізично і структурно нелінійних моде-
лей та методів розв'язання задач аналізу контактної 
взаємодії, синтезу геометричної форми контактую-
чих складнопрофільних тіл (СПТ) на основі єдиної 
системи розв'язувальних рівнянь, а також дослі-
дження впливу чинників форми та властивостей 
матеріалу контактуючих тіл на розподіл контактно-
го тиску та їхній напружено-деформований стан. 
При забезпеченні міцності складнопрофільних еле-
ментів машин фізична та структурна нелінійності 
поєднуються у рамках однієї моделі, це дасть мож-
ливість розв'язувати складні задачі як аналізу кон-
тактної взаємодії, так і синтезу геометричної форми 
контактуючих тіл. Ця наукова проблема тісно пов'я-
зана із практичною проблемою підвищення міцнос-
ті складнопрофільних елементів військових та циві-
льних машин за рахунок обґрунтування їхньої раці-
ональної геометричної форми та властивостей по-
верхневих шарів деталей з підвищенням зносостій-
кості та довговічності 

Механіка контактної взаємодії отримала знач-
ний розвиток як в Україні, так і у світі. Роботи Але-
ксандрова, Галіна, Джонсона, Кравчука є класич-
ними із цього напрямку. Зокрема, останнім часом 
суттєвий розвиток отримали варіаційні  постановки 
контактних задач [1–3]. Вони базуються на методі 
варіаційних нерівностей, варіаційному принципі 

Калькера, методі граничних інтегральних рівнянь 
тощо. Для розв'язання системи співвідношень засто-
совуються методи скінченних елементів (МСЕ) та 
декомпозиції області [4, 5]. При цьому моделюється 
як контакт гладких пружних тіл [6], так і нелінійно 
пружних тіл [7]. Зокрема, досліджується характер 
пружних властивостей у контакті [8–10], у т.ч. − за-
лежність цих властивостей від форми мікронерівнос-
тей та фізико-механічних характеристик матеріалів 
контактуючих тіл. 

Таким чином, спостерігається високий рівень 
розвитку методів та моделей досліджень механіки 
контактної взаємодії. Разом із тим для розв'язання 
виникаючих прикладних задач у багатьох випадках 
існуючі підходи, методи та моделі напряму неприда-
тні. Особливо це стосується випадку контакту шорст-
ких складнопрофільних тіл із близькою геометрич-
ною формою контактуючих поверхонь або при мо-
дифікації поверхонь при технологічному зміцненні. У 
цьому випадку лінеаризовані умови непроникнення 
контактуючих тіл призводять до значних похибок 
визначення контактного тиску та, відповідно, напру-
жено-деформованого стану контактуючих тіл. Поява 
ж нелінійних компонент в умовах непроникнення 
суттєво ускладнює постановку контактної задачі по-
рівняно з традиційними лінійними постановками.  

З іншого боку, для практичних потреб сучасного 
машинобудування, у першу чергу — бронетанкобу-
дування, енергетичного та транспортного машинобу-
дування, важливо володіти підходами, методами та 
моделями, які надають можливість розв'язувати обе-
рнені задачі. Ці задачі полягають у синтезі геометри-
чної форми та способів обробки поверхонь відповіда-
льних контактуючих складнопрофільних деталей, які 
визначають міцність, навантажувальну здатність, 
довговічність та енергетичну ефективність машин, 
вузлів та агрегатів. На цій основі формуються реко-
мендації щодо обґрунтування проектно-
технологічних рішень, які забезпечують підвищення 
технічних і тактико-технічних характеристик машин 
військового та цивільного призначення. 

Таким чином, створилося протиріччя між потре-
бами промисловості, з одного боку, та можливостями 
науки — з іншого. Це протиріччя потребує розвитку 
застосовуваних підходів, методів та моделей. На ви-
рішення саме цих проблем спрямовано дослідження, 
що започатковані у цій роботі. 

 
Постановка задачі 

 

За напрямом контактної механіки проведено 
розробку теоретичних основ аналізу контактної взає-
модії тіл довільної форми без обмежень та недоліків, 
властивих традиційним моделям та методам. За про-
блемою аналізу НДС складнопрофільних тіл із ура-
хуванням контактної взаємодії запропоновано нові 
варіанти методу граничних елементів. Розв'язано ни-
зку задач, зокрема, здійснено аналіз закономірностей 
розподілу контактного тиску між тілами при варію-
ванні геометричної форми їхніх поверхонь та власти-
востей лінійно пружного поверхневого шару, дослі-
дження міцності елементів гідропередач танкових 
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трансмісій, стволів танкових гармат, модифікова-
них зубчастих передач трансмісій бойових броньо-
ваних машин. Обґрунтована геометрична форма 
контактуючих елементів шахтових конвеєрів, вугі-
льних перевантажувачів. Таким чином, розроблені 
підвалини нового перспективного наукового на-
прямку, що має пряме прикладне застосування для 
потреб промисловості, безпеки та обороноздатності 
України. Вони викладені у роботах [11-19]. Разом із 
тим певні аспекти здійснених розробок потребують 
доповнення та вдосконалення, зокрема, стосовно 
формування фізично і структурно нелінійних (на 
противагу лінійним) умов контакту, що дають 
більш адекватну модель контактної взаємодії, а та-
кож щодо нових методів розв'язання задач аналізу 
НДС та синтезу геометричної форми. На цій основі 
доцільне проведення додаткових досліджень. 

Метою роботи є розроблення теоретичних ос-
нов дослідження напружено-деформованого стану 
та забезпечення міцності шляхом створення і засто-
сування у розрахунковій практиці нелінійних моде-
лей поведінки матеріалу поверхневих шарів контак-
туючих складнопрофільних деталей машин війсь-
кового і цивільного призначення на основі нових 
нелінійних моделей та нових методів досліджень. 

Для досягнення поставленої мети в роботі пе-
редбачено розв'язання таких завдань досліджень. 

1. Розробка нових методів і моделей для опису 
контактної взаємодії складнопрофільних тіл з ура-
хуванням мікромеханічних властивостей поверхне-
вих шарів матеріалів. 

2. Розробка нових методів розв'язання оберне-
них задач синтезу геометричної форми поверхонь 
взаємодіючих тіл за критерієм забезпечення контак-
тної міцності. 

3. Розробка методів і числових алгоритмів на 
основі запропонованих фізично і структурно нелі-
нійних математичних моделей НДС складнопрофі-
льних тіл, проведення аналізу результатів дослі-
джень та встановлення закономірностей розподілу 
контактного тиску. 

4. Установлення закономірностей залежностей 
характеристик контактної взаємодії тіл від співвід-
ношення їхньої локальної та глобальної жорсткості. 

5. Розробка оптимізаційної постановки для за-
дачі синтезу геометричної форми поверхонь склад-
нопрофільних тіл за критеріями міцності. 

6. Розв’язання прикладних задач дослідження 
напружено-деформованого стану та забезпечення 
конструкційної міцності елементів машин військо-
вого та цивільного призначення. 

 
Основні підходи, методи та моделі 

 

Принциповою новизною підходу, що пропону-
ється у роботі, є формування єдиної системи розв'я-
зувальних рівнянь для аналізу контактної взаємодії 
та синтезу геометричної форми складнопрофільних 
елементів машин військового та цивільного призна-
чення, причому із побудовою моделей контактної 
взаємодії, які поєднують фізичну та структурну нелі-
нійність. Це забезпечує більш адекватне (порівняно 

із традиційними підходами, методами і моделями) ви-
значення напружено-деформованого стану контактую-
чих складнопрофільних тіл, а також формування більш 
достовірних рекомендацій із формування проектно-
технологічних рішень, які, у кінцевому підсумку, за-
безпечують підвищення технічних і тактико-технічних 
характеристик машин військового та цивільного при-
значення. Отже, в теоретичному плані створюється 
поєднання у єдиних співвідношеннях різних типів не-
лінійностей та розробляються нові методи досліджень 
контактної взаємодії. У практичному ж аспекті ство-
рюється нова, більш досконала методологія забезпе-
чення міцності елементів машин. Таким чином, більш 
коректне та адекватне теоретичне підґрунтя, що про-
понується до розроблення, дає змогу різко підвищити 
ефективність розв'язання практичних задач. Крім того, 
важливою відмітною рисою запропонованого у роботі 
підходу є те, що він зорієнтований на дослідження 
широкого класу об'єктів, контактна взаємодія та міц-
ність яких не можуть бути досліджені із застосуванням 
існуючих традиційних підходів, методів та моделей. 
На додаток слід зазначити, що між етапами теоретич-
них розробок та прикладних досліджень передбачаєть-
ся створення власних програмних засобів моделюван-
ня на основі дискретизації варіаційних постановок із 
залученням кусочно-лінійних апроксимацій полів роз-
поділу контактного тиску у сполученні складнопрофі-
льних деталей. 

Таким чином, запропонований підхід володіє но-
визною і в теоретичному плані, і з точки зору про-
грамної реалізації, і з огляду на розширений клас об'-
єктів для прикладного дослідження. 

У ході досліджень розроблені нові методи роз-
в'язання систем нелінійних співвідношень для моде-
лювання контактної взаємодії складнопрофільних тіл 
із нелінійною контактною жорсткістю поверхневого 
шару. Ці методи реалізовані у вигляді програмного 
коду, який є засобом досліджень контактної взаємодії 
складнопрофільних тіл. 

Методологія досліджень полягає у поетапному 
виконанні етапів від формування системи нелінійних 
розв'язувальних співвідношень, розробки програмно-
го коду і до проведення багатоваріантних 
комп’ютерних розрахунків із варіюванням низки па-
раметрів (форма контактуючих поверхонь, залеж-
ність контактної жорсткості від тиску тощо). 

У результаті установлюються закономірності 
впливу варійованих параметрів на характеристики 
контактної міцності складнопрофільних тіл, а також 
рекомендації щодо обґрунтування технічних рішень 
задля забезпечення міцності деталей військових та 
цивільних машин. 

Особливості структури та складових проведен-
ня досліджень. За структурою дослідження містять: 
теоретичні розробки; програмну реалізацію створен-
ня моделей та методів; числові дослідження контакт-
ної міцності при варіюванні окремих геометричних 
параметрів та фізико-механічних властивостей мате-
ріалів тіл; узагальнення результатів досліджень та 
формування відповідних рекомендацій. 

Основними складовими досліджень є створення 
нових методів розв'язання фізично і структурно нелі-
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нійних рівнянь для моделювання контактної взає-
модії складнопрофільних тіл; розробка структури та 
формування програмного коду для аналізу контакт-
ної взаємодії складнопрофільних тіл; рекомендації 
щодо обґрунтування технічних рішень при проек-
туванні конструкцій військових та цивільних ма-
шин за критеріями міцності. 

У роботі запропоновано удосконалення теорії 
контактної взаємодії на основі розвитку варіаційних 
принципів механіки: варіаційних нерівностей для 
контакту нелінійно пружніх тіл та принципу Каль-
кера. При цьому здійснене суттєве доповнення, яке 
полягатиме у введенні в систему розв'язувальних 
співвідношень фізичної нелінійності для опису вла-
стивостей поверхневих шарів тіл, що контактують. 
Задля більш адекватного моделювання НДС конта-
ктуючих складнопрофільних тіл створено удоско-
налену модель контактної взаємодії, яка, на відміну 
від традиційних, містить у складі умов непроник-
нення нелінійні компоненти, якими зазвичай нех-
тують. З метою підвищення ефективності проектно-
технологічних рішень для виробів, що складаються 
з деталей складної форми, змінено концепцію фор-
мування задач аналізу НДС та синтезу геометричної 
форми поверхонь контактуючих тіл. Ця зміна поля-
гає у об'єднанні розв'язувальної системи співвідно-
шень вищезгаданих задач аналізу та синтезу спря-
жених поверхонь тіл у єдину систему. На основі 
проведених досліджень будуть встановлені законо-
мірності впливу геометричної форми та пружних 
властивостей поверхневих шарів складнопрофіль-
них тіл на розподіл контактного тиску та компонент 
НДС в цих тілах. Аналіз та узагальнення результа-
тів проведених досліджень є основою для напрацю-
вання науково обґрунтованих рекомендацій щодо 
проектно-технологічних рішень для складнопрофі-
льних елементів машин військового та цивільного 
призначення, що забезпечують їхню міцність і, як 
наслідок, підвищені технічні і тактико-технічні ха-
рактеристики цих виробів. 

    
Виклад основних моделей та методів 

досліджень 
 

У роботі представлені нові методи і моделі аналі-
зу контактної взаємодії складнопрофільних тіл з роз-
діляючим їх нелінійно пружним шаром. При цьому, 
слідуючи роботі [6], можна виділити два випадки: 
контакт тел неузгодженої і узгодженої форм. У пер-
шому випадку початковий зазор між тілами може бу-
ти поданий у вигляді квадратичної форми координат 
(або іншої функції) в площині, дотичній до точки гео-
метричного контакту тіл (у багатьох випадках може 
бути застосована модель Герца). У другому випадку 
має місце збіг (конгруентність) поверхонь контактую-
чих тіл на деякій ділянці поверхні. 

У то же час прагнення до поліпшення 
функціональних властивостей вузлів машин визначає 
тенденцію проектування деталей з близькими, але не 
співпадаючими поверхнями. У цьому випадку не 
застосовні ні модель Герца, ні Штаєрмана, ні інші 
моделі [6]. Більш того, не завжди контактуючі 

поверхні можуть бути описані аналітично. Таким чи-
ном, на додаток до традиційної класифікації, можна 
ввести третій тип контактуючих складнопрофільних 
тел. Він характерний тим, що локалізація контакту в 
номінальному вихідному стані або лінійна, або точкова. 
При цьому 1) величини зазорів, 2) пружних переміщень, 
3) зближень за рахунок обтискання проміжних шарів – 
співрозмірні. А, значить, незастосовні моделі і методи, 
що працюють для двох перших випадків за [6]. Цим і 
визначається досліджуваний у роботі випадок контакту 
тіл, названих складнопрофільними.  

Для розв'язання задачі про контактну взаємодію в 
одержуваной системі складнопрофільних тіл 
залучаються 3 підходи. Перший з них заснований на 
локальному формулюванні задачі про контакт 
напівнескінченних тел. Він базується на виконанні умов 
спільності нормальних переміщень точок поверхні 
взаємодіючих тіл (рис. 1): 

 

huu ≤+ νν
)2()1( .  (1) 
 

Тут )2()1( , νν uu  – нормальні переміщення точок поверхні 

тіл 1 і 2 відповідно, а 21 hhh +=  – зазор у спряженні 

контактуючих тіл за нормаллю ( )2()1( ν−=ν ). 
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Рисунок 1 – Контактна взаємодія тіл 1 і 2 
 

Подаючи нормальні переміщення точок поверхонь 
складнопрофільних тіл у вигляді 

 

2,1,)()()( =−δ=ν iwu iii ,   (2) 
 

де )(iδ  – зміщення нескінченно віддалених точок тіл 1 і 

2, )(iw  – розподіл прогинів точок границі 
напівпростору, викликане контактним тиском р,  

 

отримуємо співвідношення, що зв'язує локальне збли-

ження )2()1( www += , загальне зближення тіл 
)2()1( δ+δ=δ , розподіл зазору h  і контактний тиск р 

(рис. 2): 
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Це граничне інтегральне рівняння може бути дис-
кретизоване із застосуванням, наприклад, базисних 
функцій, представлених на рис. 3. Тоді система 
співвідношень набирає вигляду [21]: 
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Тут С – матриця коефіцієнтів впливу, що визначає 
переміщення у i –му вузлі сітки дискретизації при дії 
тиску jp  одиничної величини і з розподілом за ба-

зисною функцією, відповідного j –му вузлу (рис. 3), 

ih .– вузлові зазори.  
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Рисунок 2 – Переміщення точок границі  
напівпростору під дією нормального зусилля 
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Рисунок 3 – Пропонована 

базисна функція 
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Якщо між контактуючими тілами знаходиться 

пружний шар з фізично нелінійними характеристика-
ми  

4,3),()()( == ipww ii ,  (5) 
 

то у співвідношення (4) увійдуть додаткові складові: 
 

iii
j

jij hpwpwpC −δ=++∑ )()( )4()3( .    (6) 

 

Тут )(),( )4()3( pwpw ii  – додаткові прогини за рахунок 

деформування шарів на поверхнях контактуючих тіл 1 
і 2. Це можуть бути, наприклад, шари шорсткості, для 
яких справедливі співвідношення [20] 

 

spw λ= .   (7) 
 

Тут p,λ  – параметри, які визначаються 

мікромеханічними характеристиками шорсткості (се-
редня висота виступів шорсткості aR , фізико-

механічні характеристики матеріалу і вид механічної 
обробки поверхні). Ці параметри можуть бути 
розраховані на основі статистичних мікромеханічних 
моделей контакту шорстких тіл або з експеримен-
тальних даних [20]. 

Виходить в загальному випадку нелінійна систе-
ма рівнянь і нерівностей, відмінною рисою якої є 
наявність нелінійних доданків в умовах сумісності 
переміщень. Ця особливість відрізняє створену мо-
дель від традиційних [6, 21 –23], у яких в лівій частині 
рівнянь і нерівностей (1) присутні тільки лінійні чле-
ни. Структурна нелінійність цих співвідношень, яка 
обумовлена наявністю умов типу нерівностей, 
доповнюється також і фізичною. При цьому складові, 
відповідальні за останню, присутні в співвідношеннях, 
що описують першу. У результаті отримуємо 
пов'язані нелінійні умови контактної взаємодії, далі в 
роботі названі структурно-фізичною нелінійністю.  

Таким чином, застосування локальної постановки 
дало можливість різко розширити коло досліджуваних 
об'єктів механіки контактної взаємодії за рахунок вклю-
чення в цей процес, крім гладких тіл [21], і тіл з лінійно-
пружним шаром на поверхні [22], також і тіл з 
нелінійно-пружним проміжним шаром між ними. Важ-
ливо, що методологія формування розв’язувальної сис-
теми рівнянь залишилася в цілому аналогічною, хоча 
результат – якісно відмінний. Це дає можливість роз-
глядати випадки контакту гладких тіл і тіл з лінійно-
пружним шаром між ними як частинні випадки одержу-
ваних співвідношень. 

Постановкою, альтернативною локальній, є 
варіаційне формулювання контактної задачі. В даному 
випадку можна розглянути два найбільш перспективних 
варіанти. Перший варіант випливає з постановок задач 
про контактну взаємодію пружних тіл на основі теорії 
варіаційних нерівностей [23–25].  

У досліджуваному випадку у ролі такого 
нелінійного пружного тіла в системі присутній шар, 
матеріал якого підкоряється закону (7). Перетворивши 
це співвідношення, контактний тиск р можна надалі 
трактувати як напруження в тонкому контактному шарі 
типу вінклерового, а, відповідно, можна змінити підхід 
теорії варіаційних нерівностей, що зводить вихідну за-
дачу в кінцевому рахунку до мінімізації функціоналу 
повної внутрішньої енергії досліджуваної системи тіл 
(включаючи і нелінійний шар): 

min)( →uI .                (8) 
 

Тут u – множина розподілів переміщень точок 
взаємодіючих тіл, в.т.ч і нелінійно-пружного шару. 

Застосовуючи до цього функціоналу (8) процедуру 
дискретизації, наприклад, за методом скінченних 
елементів, отримуємо у результаті функціонал у вигляді 
суми квадратичної і лінійної форм, що відповідають за 
енергію лінійно-пружної частини досліджуваної систе-
ми, і нелінійного доданку, відповідного енергії 
нелінійно-пружного шару: 

 

)(
2

1
)( XIFXKXXuI nT +−≈ .         (9) 

 

Процедура лінеаризації отриманого опуклого 
функціоналу (9) може бути здійснена методами 
множників Лагранжа [26], штрафу [27], застосуванням 
інших процедур [25] або шляхом прямої лінеаризації із 
проекцією на множину обмежень (1). У будь-якому ви-
падку такі відомі методи володіють тим загальним 
недоліком, що як масив шуканих величин (при 
застосуванні, наприклад, МСЕ) виступають вузлові 
переміщення всіх вузлів скінченно-елементної сітки 
взаємодіючих тіл: і в об’ємі, і на поверхні. Таким чином, 
при застосуванні ітераційних процедур для розв'язання 
задачі потрібно оперування з великими масивами вуз-
лових змінних, в той час як в контактних умовах задіяна 
тільки та частина вузлових переміщень, яка знаходиться 
в зоні можливого контакту. 

Даного недоліку позбавлений підхід, заснований 
на застосуванні варіаційного принципу Калькера [6]. 
Він формується щодо шуканого контактного тиску, 
тобто фізична розмірність задачі знижується на одини-
цю. У підсумку, розширивши відоме формулювання 
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принципу Калькера, отримуємо задачу мінімізації 
функціонала додаткової енергії 

 

( )
( ) min

2

1
)(

21

→Φ+δ−+

++=Φ

∫

∫

S
n

S
zz

dShp

dSuupp
               (10) 

 

на невід'ємному тиску р. Даний опуклий функціонал 
складається з суми квадратичної форми тиску і 
нелінійної частини nΦ , що відповідає нелінійно-

пружному шару. Застосування квадратурних формул 
[28] переводить задачу (10) до вигляду: 

 

hpDCp −δ=+ )( .           (11) 
 

Тут С – матриця коефіцієнтів впливу (породжується 
квадратичною частиною функціоналу), )( pD  – ком-

понента, що породжується нелінійною частиною 
функціоналу, р – масив значень контактного тиску у 
вузлах квадратурних формул, а h,δ  – мають той же 

сенс, що і у (4). 
При застосуванні певного виду квадратурних 

формул, як це було показано у [21], отримані 
співвідношення (11) для випадку контакту гладких тіл 
збігаються із співвідношеннями, отриманими у 
локальній постановці. У той же час варіаційна поста-
новка дає можливість більш строго обгрунтувати 
існування, єдиність і збіжність чисельного розв'язку 
контактної задачі. 

З трьох описаних вище підходів як провідний 
був обраний останній. Це пояснюється тим, що він 
володіє математичної строгістю, універсальністю і 
природним переходом до дискретної формі. З іншого 
боку, порівняно із традиційною скінченно-
елементною постановкою різко знижується 
розмірність масиву шуканих змінних (оскільки як 
варійовані виступають вузлові значення тиску на сітці, 
що накинута тільки на поверхню, а не на весь об’єм, 
який займає СПТ), і у багатьох випадках це дає 
можливість підняти оперативність розв’язання задач 
аналізу при збереженні точності одержуваних 
результатів. Така властивість особливо важлива на 
перших етапах проектних досліджень, коли потрібне 
проведення великого обсягу різноманітних 
розрахунків напружено-деформованого стану 
складнопрофільних тіл з урахуванням контактної 
взаємодії. 

Метод, заснований на використанні варіаційного 
принципу Калькера, природно підходить до застосу-
вання у випадку контакту напівнескінченних тіл, де-
формування яких від дії нормального тиску на 
поверхні мало відрізняється від деформування пруж-
ного напівпростору. Одним з обмежень при цьому є 
вимога значного перевищення габаритів контактую-
чого тіла над розмірами плями контакту. У той же час 
при невиконанні цієї вимоги можна адаптувати запро-
понований метод, замінивши аналітичний розв'язок 
задачі Бусінеска для напівпростору на функцію Гріна 
для тіл скінченних розмірів. У дискретному варіанті 
це означає заміну аналітично обчислюваних компо-
нент матриці коефіцієнтів впливу С на такі, що визна-

чаються чисельно (наприклад, за допомогою МСЕ). При 
цьому матриця С видозмінюється, проте додаткові 
операції будуть потрібні тільки на етапі формування 
системи розв'язувальних рівнянь, не зачіпаючи етапи 
розв'язання, які формують переважну складову загаль-
ного обсягу розв'язання задачі.  

Отримання розв’язувальних рівнянь типу (11) є 
тільки початковою частиною поставленої у роботі про-
блеми. Найважливішим же компонентом є розробка 
методів розв'язання даної системи співвідношень, 
принциповою відмінністю якої від, наприклад, 
традиційної системи нелінійних рівнянь, є те, що 
невідомими є не тільки шукані вузлові змінні, але і 
склад їх множини, оскільки шуканою є також і область 
контакту. 

Таким чином, застосування традиційних методів 
розв'язання у даному випадку напряму неприйнятне. З 
іншого боку, вже існують методи розв'язання подібних 
задач для гладких тіл і тіл з лінійно-пружними шарами, 
що продемонстрували працездатність і ефективність 
[21, 22]. У зв'язку з цим перспективним є розвиток та 
узагальнення цих методів на досліджуваний випадок. 

Зокрема, систему (11) можна подати у вигляді 
 

[ ])( pDhCp +−δ= ,              (12) 
 

що дає можливість організувати ітераційний процес 
уточнення розв'язку, трактуючи останній доданок у (12) 
як певний додатковий зазор ( ,...2,1,0=s ): 

 

[ ]




+=
−δ= −+

).()(
~

;)(
~

)()(

)(1)1(

ss

ss

pDhph
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Співвідношення (13) відображають суть методу додат-
кових зазорів (МДЗ). З іншого боку, систему (11) можна 
подати у вигляді: 

 

[ ] hppC −δ=λ+ ∧ )( ,   (14) 
 

де змінна контактна податливість )( p∧λ  визначається 

рівністю 

)()( pDpp =⋅λ∧ .          (15) 
 

Це дає можливість організувати ітераційний процес 
( ,...2,1,0=s ): 

[ ] [ ]
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Співвідношення (16) реалізують метод змінних 
параметрів податливості (МЗПП). 

Представлені методи (МДЗ і МЗПП) зводять 
вихідну структурно-фізично нелінійну задачу до 
послідовності контактних задач для гладких тіл або тіл з 
лінійно пружним проміжним шаром між ними. Фізичне 
трактування цих методів полягає у тому, що розв'язок 
вихідної задачі збігається з розв’язком задачі для кон-
такту гладких тіл зі спеціально підібраною корекцією 
профілю поверхні (МДЗ) або з вінклеровим шаром зі 
спеціально підібраною нерівномірною податливістю 
(МЗПП). 

Крім цих методів, можливе застосування, наприк-
лад, процедур, аналогічних методу Ньютона-Рафсона, 
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проте доповнених процедурою коригування множини 
активних обмежень (тобто тих вузлів, у яких викону-
ються умови контакту). 

Також для мінімізації нелінійного функціоналу 
Калькера на опуклій множині невід'ємного вузлового 
тиску запропоновано застосовувати релаксаційні ме-
тоди, що складаються з реалізації алгоритмів для 
розв'язку системи лінійних алгебраїчних рівнянь типу 
методу послідовної верхньої релаксації, доповненого 
процедурою покрокової проекції поточного набли-
ження розв'язку на обмеження. Запропоновано також 
нові процедури блокової релаксації з проекцією. 

Крім того, були розроблені нові підходи до 
якісного аналізу і кількісного опису контактної 
взаємодії складнопрофільних тіл. При цьому відгук 
картини розподілу контактного тиску на варіювання 
значущих параметрів, які фігурують у 
співвідношеннях для опису їх контактної взаємодії, 
трактується у вигляді двох процесів: зміна форми і 
розмірів плями контакту, а також зміна форми і роз-
мірів купола розподілу тиску, що спирається на дану 
область контакту. При цьому можна визначити 
чутливість зміни контрольованих областей і 
розподілів на варіювання тих чи інших параметрів. В 
першу чергу, це дає уявлення про тенденції та 
інтенсивності зміни розв'язку задач аналізу контактної 
взаємодії при зміні певних величин. Відповідно, 
визначається множина параметрів, шляхом 
варіювання якими в першу чергу доцільно 
оптимізувати розв’язок задач за тим або іншим 
критерієм. 

В результаті виробляється побудова системи 
розв'язувальних співвідношень, що описують стру-
ктурно-фізичну нелінійність в контакті, а також 
розроблення методів їх вирішення, і, крім того, 
способів аналізу і оцінки зміни одержуваних рішень 
при варіюванні вихідних даних. Створені моделі, 
методи і способи складають теоретичні основи, що 
лежать в основі наступних досліджень. 

Сформульовані фізично-структурно нелінійні 
співвідношення, а також розроблені методи їх 
розв'язання, послужили основою для розробки методів 
розв'язання обернених задач. Зокрема, становить 
інтерес задача синтезу геометричної форми контак-
туючих тіл з метою формування заданого розподілу 
контактного тиску р. В роботі для цього 
передбачається використовувати ті ж співвідношення 
(4), (6) і (11), що і для розв'язання задач аналізу. 

Дійсно, з формальної точки зору дані 
співвідношення можна трактувати і як щодо набору 
шуканих величин ),( δp  при заданих ),( Ph , і як на-

впаки. Таким чином, вдається на єдиній системі 
співвідношень будувати як розв'язання задач аналізу, 
так і синтезу. 

У той же час пряме задоволення всієї системи 
сформованих співвідношень не завжди дає прийнят-
ний гладкий розв'язок, у силу чого необхідно зверта-
тися до інших постановок задач синтезу 

Слід зазначити, що розглядаючи розподіл зазорів 
h між контактуючими тілами як формоутворювальну 
інформацію, її можна також трактувати і як керівну. 
Керуючи розподілом h, можна впливати на розподіл 

контактних зон і контактного тиску в контакті. Однак 
при цьому виникає проблема апроксимації h з викори-
станням базисних функцій з локальним носієм. У цих 
випадках спроби локального варіювання зазору призво-
дять, як правило, до негладкої поведінки розв’язку. Це 
ілюструється, наприклад, варіюванням початкового 
нульового зазору між плоскими частинами поверхонь 
контактуючих тіл: тиск у вузлі при такому варіюванні – 
нульовий в разі зміни зазору "в плюс", номінальний – 
при відсутності варіювання, різко зростаючий – при 
зміні зазору "в мінус". Такі "нефізичні" осциляції 
розподілів р при варіюванні h змушують перейти до 
альтернативних постановок. Зокрема, в роботі запропо-
новано проводити варіювання ні h, а р. Навіть якщо 
варіювати р через вузлові значення в розкладанні 
функції з локальним негладким носієм, будемо отриму-
вати як реакцію гладку, хоча і нелокальну, зміну зазору 
h. Таким чином, цей спосіб є кращим (саме завдяки 
гладкості відгуку) для розв’язання задачі синтезу спри-
ятливого профілю поверхонь контактуючих тіл. 

Як критерій при цьому можуть выступати:  
 

 minmin,min, maxmax →→σ→ wp ,       (17) 
 

де σ – деяка функція компонент напружено-
деформованого стану (наприклад, інтенсивність напру-
жень), а w  – стискання проміжного шару. 

У будь-якому з варіантів отримуємо деяку про-
блему типу 

( ) min)( →τ ph ,   (18) 
 

сформульовану, у кінцевому рахунку, "у контактному 
тиску", а одержувана форма (розподіл h) є "витікаючим" 
результатом з розв'язку р. Тут τ – деяка функція якості, 
яка конкретизована з набору (17) або іншим чином ви-
значена, виходячи зі специфіки конкретної розв'язуваної 
задачі. 

Крім методу формування сприятливого вихідного 
профілю контактуючих тіл, доцільна також і нова по-
становка задачі про корекцію цього профілю за рахунок 
додаткового навантаження, яке спеціально 
підбирається, і, відповідно, зміни початкового зазору 
внаслідок деформування взаємодіючих тіл. Така поста-
новка викликана тим, що профіль, сприятливий з тієї чи 
іншої точки зору при одному рівні навантаження, 
перестає бути таким при його (рівня) зміні. Це – 
наслідок нелінійності задачі. Крім того, багато 
конструкцій працюють в умовах високих навантажень, 
що змінюються, і підібрати загальний сприятливий 
профіль не завжди уявляється можливим. 

В результаті у постановку привноситься додаткове 
зовнішнє навантаження корF , і воно визначається за 

критерієм 

[ ]{ } min),( кор →τ Ffph .      (19) 
 

Таким чином, )(коркор FFF = , і різним зовнішнім 

навантаженням F  відповідає різне додаткове наванта-
ження. 

Перелічені вище постановки можуть бути 
узагальнені у двох напрямках. Перший напрямок 
стосується подвійності системи розв'язувальних рівнянь 
для аналізу контактної взаємодії (11). Будучи доповнені 
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інтегральним співвідношенням для вузлових значень 

контактного тиску ∑ =⋅
j

j Ppc22/3 , де Р – величи-

на зусилля притискання, вони містять: 
• фізико-механічні характеристики: "глобаль-

ні", що породжуються контактуючими пружними 
тілами, описуються матрицею коефіцієнтів впливу С, і 
"локальні", що породжуються нелінійним пружним 
шаром і описуються оператором D ; 

• геометричні характеристики, що відобража-
ються набором вузлових зазорів h ; 

• силові характеристики (зусилля притискан-
ня Р); 

• статичні характеристики (розподіл контактно-
го тиску р); 

• кинематичні характеристики (зміщення тіла 
δ ). 

Пряме формулювання контактної задачі визначає 
у якості заданих масивів { }Ph, , а як шуканих – { }δ,p . 

Формально ці дві постановки рівноправні, і за 
вихідною системою співвідношень для аналізу 
контактної взаємодії можна ставити і розв'язувати 
обернену задачу синтезу геометричної форми, що 
задовольняє бажаному розподілу контактного тиску.  

Другий напрямок полягає у трактуванні всіх 
вхідних у побудовані розв'язувальні співвідношення 
не як постійних, а як варійованих величин і 
розподілів. Тоді запис цих співвідношень у розгорну-
тому вигляді – 







≥⋅=
−δ≥+

∑ ,0,32

;)(
2

k
i

i ppcP

hpDCp
 (20) 

 

і в операторному їх еквіваленті 
 

 0),,,,,( ≥δ PhpDCZ   (21) 
 

дає можливість ставити і розв'язувати низку нових 
задач: 

1) визначення чутливості розв'язку задачі аналізу 
до варіювання властивостей системи, наприклад, 

hPDC ,,, , причому як при малому, так і при значному 

діапазоні такого варіювання; 
2) визначення оптимальних значень і розподілів 

одних величин при варіюванні інших; 
3) визначення тенденцій зміни розв’язків вини-

каючих задач при зміні варійованих величин у певних 
скінченних діапазонах; 

4) аналіз впливу стохастичного варіювання 
параметрів і розподілів, що входять у (21), на пара-
метри і розподіли, що з них одержуються; 

5) аналіз і виявлення якісних особливостей, що 
викликаються урахуванням тих чи інших чинників, 
що вносяться у розрахункову модель досліджуваної 
системи. 

Крім задачі обгрунтування раціональної 
геометричної форми контактуючих тіл, поставлені і 
запропоновані підходи до розв'язання задачі корекції 
умов взаємодії в області контактування тіл шляхом 
додавання керованого додаткового навантаження. За 
рахунок дії цього навантаження внаслідок пружної 

деформації можливо вплинути на поточну форму 
профілю контактуючих тіл, а, відповідно, на розподіл 
зазорів в актуальному стані. Таким чином, створюється 
механізм "адаптації" умов контактування під рівень 
навантаження. Це особливо важливо для випадку тіл з 
частково співпадаючою або близькою формою контак-
туючих поверхонь, а також при зміні характеру картини 
визначення контактного тиску з ростом навантаження, 
наприклад, в разі виходу плями контакту на периферію 
області можливого контакту. За цих обставин рівень 
зазорів, реалізованих за рахунок формоутворення по-
верхонь контактуючих тіл, рівень зміни цих зазорів за 
рахунок пружної деформації від дії додаткової системи 
сил, а також рівень переміщень, що викликаються дією 
сил контактної взаємодії, – всі вони виявляються спі-
вмірними. Відповідно, доцільність застосування додат-
кового керованого навантаження, яке "відслідковує" 
рівень основного навантаження, зростає порівняно із 
випадком контакту сильно неузгоджених поверхонь. 

З використанням запропонованих постановок 
розв’язано ряд тестових задач, що продемонструвало, у 
кінцевому підсумку, можливість і доцільність (а також 
ефективність) запропонованих методів створення спри-
ятливих профілів поверхонь контактуючих тіл, а також 
виявлення якісних особливостей і кількісних характери-
стик зміни розв'язку при випадковому або цілеспрямо-
ваному варіюванні властивостей досліджуваної системи 
взаємодіючих тіл з проміжним нелінійним пружним 
шаром. 

Таким чином, можна зробити наступні висновки. 
1. Отримала нове формулювання задача про син-

тез геометричної форми контактуючих тіл за наявності 
нелінійно пружного шару між ними на основі єдиної 
взаємооберненої системи співвідношень для розв'язання 
задач аналізу та синтезу. 

2.  Розроблено нові постановки задачі про 
оптимізацію форми поверхонь контактуючих тіл, 
сформульовані, на відміну від традиційних, не "у зазо-
рах", а "у контактному тиску". Цим самим вдається 
уникнути негладкості при розв'язанні поставлених за-
дач. 

3. Вперше в загальному вигляді поставлена зада-
ча про контактну взаємодію з урахуванням варіювання 
всіх величин і розподілів, що дає можливість оцінювати 
тенденції та кількісні характеристики зміни розв'язку 
при стохастичній, заданій або цілеспрямованій зміні 
цих величин і розподілів. 

4. Запропоновано метод аналізу особливостей 
при внесенні в систему контактуючих тіл нових 
елементів або урахуванні нових факторів. 

5. Розроблено нову постановку та запропоновано 
методи розв'язання задачі про корекцію умов контакту-
вання за рахунок застосування додаткового керованого 
навантаження і виникнення у зв'язку з цим додаткових 
зазорів внаслідок пружних деформацій. 

 
Висновки 

 

Усі одержані результати є науково обґрунтова-
ними та спираються на природні закони та принципи 
механіки. Створювані моделі базуються на строгих 
математичних постановках механіки суцільного се-
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редовища. Розв'язувальні співвідношення виводять-
ся з загальних варіаційних принципів, які доповнені 
для нового класу задач. Дискретизація цих співвід-
ношень здійснюватиметься із застосуванням число-
вих методів для рівнянь математичної фізики та 
теорії аппроксимації. Метод розв'язання кінцевих 
систем співвідношень буде розроблений на основі 
числових алгоритмів для нелінійних систем рівнянь 
та нерівностей. Для визначення обґрунтованих про-
ектно-технологічних рішень за критеріями міцності 
будуть залучені методи опуклого математичного 
програмування. Сформовані на основі аналізу 
отриманих результатів рекомендації у ході подаль-
ших проектних досліджень впроваджені у нових 
більш досконалих технічних рішеннях, а весь ком-
плекс теоретичних розробок складає методологічну 
основу подальших прикладних досліджень. 
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