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МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ТОНКОСТІННИХ  
КОНСТРУКЦІЙ ПРИ ВАРІЮВАННІ ТОВЩИНИ 
 

У роботі поставлена та розв'язана задача забезпечення конструкційної міцності тонкостінних елементів машинобудівних конструкцій з урахуванням 
зміни товщини в процесі експлуатації, зокрема, викликаної впливом корозійного зношування. Запропонований у роботі підхід передбачає обчислен-
ня чутливостей компонент напружено-деформованого стану та власних частот форм коливань із використанням скінченно-різницевих співвідно-
шень. При цьому чутливість визначається за допомогою залучення т.з. "реперних" розв'язків, які відповідають гранично допустимим стоншуванням 
окремих елементів конструкції. У результаті лінеаризовані співвідношення для визначення власних частот і форм коливань та компонент напруже-
но-деформованого стану розповсюджуються не тільки на нескінченно малі варіації товщин окремих елементів, але й на малі, але скінченні їх вели-
чини.  

Ключові слова: напружено-деформований стан, тонкостінні конструкції, корозійне стоншування, чутливість, збурення, метод скінченних 
елементів. 

 
В работе поставлена и решена задача обеспечения конструкционной прочности тонкостенных элементов машиностроительных конструкций с уче-
том изменения толщины в процессе эксплуатации, в частности, вызванной воздействием коррозионного износа. В работе предложен подход, пред-
усматривающий вычисления чувствительностей компонент напряженно-деформованного состояния и собственных частот и форм колебаний с ис-
пользованием  конечно-разностных соотношений. При этом чувствительность определяется посредством привлечения т.н. "реперных" решений, ко-
торые соответствуют предельно допустимым утонениям отдельных элементов конструкции. В результате линеаризованные соотношения для опре-
деления собственных частот и форм  колебаний и компонент напряженно-деформованного состояния  распространяются не только на бесконечно 
малые вариации толщин отдельных элементов, но и на малые, но конечные их величины.  

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, тонкостенные конструкции, коррозионное утоншение, чувствительность, возму-
щение, метод конечных элементов. 

 
The problem for ensuring the structural strength of thin-walled engineering structures components  taking into account thickness change during service was 
solved. Thickness change could be caused by corrosion, in particular. In the given work approach is proposed for computing sensitivity of the stress-strain state 
components and natural frequencies using finite-difference relations. With this method sensitivity is determined with the help of the "reference" solutions, which 
is matched with the maximum allowable (standard setting) thinning of the individual construction elements. As a result, the linearized relations for the 
determination of the natural frequencies fluctuations and stress-strain state components are applied not only to infinitesimal variations of the thickness of 
individual elements, but also to small finite magnitudes. 
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Вступ 
 

Для сучасного машинобудування однією із харак-
терних тенденцій є намагання на етапі проектування та 
виготовлення забезпечити тривалий термін експлуатації 
унікальних машин. Подібні машини призначені для ви-
конання своїх функцій у механічно та хімічно агресив-
них середовищах, при дії атмосферних опадів, вітрових, 
а також циклічних змінюваних навантаженнях. Структу-
ра конструкції багатьох таких машин переважно склада-
ється із металевих трубчаcто-коробчастих тонкостінних 
елементів. Прикладами таких машин є крупнотонажні 
крани, екскаватори, відвалоутворювачі, перевантажувачі 
вугілля, руди та інших матеріалів, тягачі, бронетранспо-
ртери, вібраційні машини, вагони, а також багато інших 
машин. Одна з головних проблем багаторічної безпечної 
та продуктивної їх експлуатації полягає в деградації вла-
стивостей силових елементів внаслідок механічного або 
хімічного зношування, в першу чергу – в результаті ко-
розійного або механічного пошкодження поверхневих 
шарів. З огляду на тривалий термін експлуатації метало-
конструкцій (десятки років) чинник корозійного  та ін-
шого впливу враховується на етапі проектування, що дає 
можливість ефективно їх експлуатувати при стоншенні 
складових елементів до рівня 0,7 – 0,8 від номінальних 
товщин, тобто на 20-30%. 

Проте, як показав аналіз публікацій, нормативних 
документів та матеріалів багатьох технічних оглядів, на 
даний час відсутні методики розрахунків даного типу 
машин при сукупній дії чинників нерівномірного стон-
шування та змінюваного напружено-деформованого ста-
ну (НДС) (як процесів у часі та просторі) силових елеме-

нтів цих машин. У результаті виникає ситуація, коли на 
етапі проектування структура і параметри елементів 
створюваної машини визначаються виходячи із розраху-
нків або для початкового, або для рівномірно стоншено-
го до кінцевого граничного стану. При цьому ігноруєть-
ся чинник нерівномірного стоншування протягом довго-
тривалої експлуатації. А це може призвести до вичер-
пання конструкційної міцності елементів машини у де-
якому проміжному стані. 

Таким чином, удосконалення методів визначення 
НДС тонкостінних елементів високонавантажених ма-
шин із урахуванням нерівномірного стоншування є акту-
альним і важливим науково-технічним завданням дина-
міки та міцності машин. Вирішення даної задачі визна-
чило напрямок досліджень, які описані в роботі. 

 

Мета і завдання роботи 
 

Метою роботи є удосконалення методів аналізу 
конструкційної міцності тонкостінних елементів маши-
нобудівних конструкцій (ТЕМК) з урахуванням нерів-
номірного стоншування внаслідок зношування протягом 
тривалого терміну експлуатації. 

Для досягнення поставленої мети у роботі розв'яза-
ні наступні задачі:  

– аналіз та узагальнення методів визначення влас-
них частот і форм коливань (ВЧФК) і напружено-
деформованого стану машин з урахуванням стоншення 
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елементів металоконструкцій; 
– розробка комплексної математичної моделі на-

пружено-деформованого стану, власних частот і форм 
коливань  тонкостінних елементів машин з урахуванням 
нерівномірного стоншування; 

– розробка спеціалізованого програмно-модельного 
комплексу (СПМК) для комп'ютерного аналізу НДС та 
ВЧФК, що реалізує запропоновану математичну модель, 
та його апробація на тестових задачах; 

– розв'язання прикладних задач аналізу конструк-
ційної міцності тонкостінних елементів реальних маши-
нобудівних конструкцій; 

– оцінка достовірності отриманих числових резуль-
татів шляхом порівняння з даними експериментальних 
досліджень. 

 
Аналіз стану питання 

 

Серед робіт, що присвячені аналізу аналітичних та 
числових методів розрахунку ТЕМК, основою є праці 
[1–3]. Для визначення НДС складних тонкостінних еле-
ментів конструкцій найбільшими можливостями володіє 
метод скінченних елементів (МСЕ) [4]. Для аналізу чут-
ливості ТЕМК широко використовуються методи теорії 
збурень. Обґрунтування структури і параметрів констру-
кцій проводиться на основі методів оптимізації, предста-
влених у працях [5–7] та інших. Аналіз методів розраху-
нку ТЕМК, умов експлуатації проведено на прикладі 
кранів-перевантажувачів; широкий огляд таких методів 
наведено у [2] та інших роботах. Як видно із аналізу, для 
подібних конструкцій існують нормативні граничні сту-
пені стоншування їх стінок (до 20-25% та більше), проте 
існуючі методики розрахунку конструкційної міцності не 
враховують нерівномірного стоншування протягом усьо-
го терміну експлуатації. Таким чином, у ході проектних 
досліджень для забезпечення конструкційної міцності 
цих машин необхідно багатоваріантне дослідження НДС 
їхніх силових елементів з урахуванням зазначених вище 
чинників. Для оцінки довговічності конструкцій застосо-
вуються різні підходи: методи континуальної механіки 
пошкоджуваності, механіки руйнування, багатоциклової і 
малоциклової втоми [8–10] та інші. Окремої уваги заслу-
говують роботи, у яких розглядається взаємозв'язок НДС 
тонкостінних елементах конструкції з урахуванням сто-
ншування внаслідок корозійних явищ. З цього напрямку 
можна відзначити роботи [11–16].  

У той же час для багатьох відповідальних машино-
будівних конструкцій, призначених для роботи протягом 
тривалого терміну експлуатації в агресивних середови-
щах і при важких навантаженнях, важливо не тільки і не 
стільки точно оцінити їхню довговічність, а гарантовано 
її забезпечити. Таким чином, є необхідність удоскона-
лення підходів, математичних моделей і створення 
СПМК для розв'язання задач аналізу НДС і спектру вла-
сних частот (ВЧ) та форм (ВФ) коливань ТЕМК при змі-
ні їх товщини на всіх етапах життєвого циклу. Прийма-
ється, що несучу здатність забезпечує частина перерізу, 
яка є стоншеною, а матеріал поверхневих шарів розчи-
няється і видаляється. У такій постановці потрібна роз-
робка методів оцінки впливу кількості матеріалу, що ви-
даляється, на НДС досліджуваної конструкції. 

Математичне моделювання НДС елементів тон-
костінних конструкцій з урахуванням стоншування їх 

стінок. Пропонується врахувати специфічні властивості 
досліджуваних пластинчастих, стержневих та оболонко-
вих об'єктів: тонкостінність, малий ступінь стоншення, 
можливість параметризації величини і положення дію-
чих навантажень. Крім того, вважається справедливою 
гіпотеза про істотно нижчу швидкість процесу стоншен-
ня порівняно зі швидкістю решти процесів, а також про 
відсутність значних динамічних ефектів. Таким чином, 
дослідження просторових пластинчасто-оболонково-
стержневих конструкцій зі змінюваною у просторі та ча-
сі товщиною (перерізом) описується за допомогою сту-
пеня стоншення, що дорівнює відношенню зміни поточ-
ного розміру до вихідного.  

На прикладі стержнів, оболонок та пластин постав-
лена у роботі задача зводиться до інтегрування систем рі-
внянь. Ця система рівнянь еквівалентна  проблемі мінімі-
зації квадратичного функціоналу енергії системи [17] 
 

( ) min, →huЭ ,    (1) 

де ( ) ( )ухhхh ,, − розподіл товщини уздовж довжини або 

площі поперечного перерізу тонкостінного елемента в 
певний момент часу (рис.1). 

 

 

Рисунок 1 – Зміна поточної товщини ТЕМК 
порівняно з початковою 

 

На основі методу скінченних елементів розгляда-
ється запропонований удосконалений загальний підхід 
до розв'язання поставленої задачі. 

Тонкостінна (пластинчаста в даному випадку) 
конструкція займає в просторі область Ω  (рис. 2) та по-
дається у вигляді композицій тонкостінних поверхневих 
ділянок (листів) Nksk ,...,1, = , на які в напрямку норма-

лей kn
r

 в одну (або в дві) сторону нарощено матеріал но-

мінальної товщини 0
kh . Надалі вводиться скінченно-

елементна Shell-модель, у якої constSk = , Nk ,...,1= ; 

( )thh kk =  залежить від часу t . У результаті отримана 

система рівнянь відносно вузлових невідомих   
 

}{}{][ fxK =⋅ ,    (2) 
 

де K  – змінювана при стоншуванні матриця жорсткості; 

( ) ( ){ }T
N ththth ...)( 1=  – масив поточних товщин (для кож-

ної ділянки kS ); f  – вектор зовнішніх навантажень, які 

зводяться до вузлів. При цьому і матриця жорсткості, і 
масив правих частин у загальному випадку залежать па-
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раметрично від масиву вузлових (або елементних) сту-
пенів стоншування. 

 

Рисунок 2 – Представлення області Ω у вигляді  
об'єднання підобластей kS x kh  

 

Для розв'язання задачі потрібно: 1) встановити 
характер зміни елементів матриці жорсткості  при ма-
лій зміні h ; 2) визначити розв'язок х як функцію па-
раметрів h ; 3) запропонувати алгоритм обчислення 
компонент НДС конструкції при довільних змінах 
ступеня стоншування її окремих елементів. 

Процес стоншування у часі t має вигляд 
 

( )kkkkk hthhh α−=−= ∆ 1)0()()0( ,   (3) 
 

де 0)0(/)( ≥∆= kkk hthα  – відносне стоншення листа k, 

яке відповідає моменту часу t. 

Тоді масив { }T
Nt ααα ...)( 1=  задає ступінь стон-

шення всіх елементів конструкції. Особливістю відпові-
дних тонкостінних конструкцій (типу силових елементів 
кранів, перевантажувачів, відвалоутворювачів, конвеє-
рів) є встановлювана нормативно гранична величина 

*α , як правило, 1* <<α . У цьому випадку компоненти 
матриці жорсткості окремих елементів ek , що відпові-

дають згінній складовій і плоскому НДС, представимо у 
вигляді: 

( ) ^3
ee

изг

e khk ⋅= , ( ) ~пл

eee khk ⋅= ,  (4) 

де ^
ek , ~

ek – незалежні від eα  величини. 

Утримування тільки лінійних членів у (4) дає: 

( ) )31(3
0

^ α−⋅= ee
изг

e hkk , ( ) )1(0
~ α−= ee

пл

e hkk .  (5) 

Відповідно, глобальна матриця жорсткості має ви-
гляд: 

)]([][][ /
00 αKKK −≈ ,           (6) 

де ))0((00 hKK =  − матриця жорсткості конструкції у 

початковому стані; /
0K  − матриця жорсткості, складена з 

комбінацій потроєних компонент "згінних" та одинарних 
– "плоских" компонент матриці жорсткості 0K . Таким 

чином, )(00 αKK ≠ , )(/
0

/
0 αKK = . При цьому /

0K  − си-

метрична матриця, елементи якої набагато менші ком-
понент матриці 0K  та є їх лінійною комбінацією з кое-

фіцієнтами 1<<kα . 

Розв'язок системи рівнянь (2) з урахуванням варію-
вання товщини має вигляд [18] 

}{])[]([}{][}{ 1/
00

1 fKKfKx ⋅−=⋅= −− . (7) 

Обернена матриця подається у вигляді суми двох 
матриць: 
 

][][])[]([ 1/
00 DCKK +≈− − ,

1
0

/
0

1
0

1
0 ][][][][;][][ −−− ⋅⋅== KKKDKC , 

(8) 

 

де С не залежить від параметра α , а D – залежить. Та-
ким чином, розв'язок (7) може бути поданий у вигляді 
 

⋅⋅⋅+=

=⋅⋅+=
−

−

)}0({])[][]([

)}0({])[]([)}0({)}({
/
0

1
0

/
0

1
0

xKKE

xKKxx α
 (9) 

 

Цей запис аналогічний співвідношенням, одержу-
ваним при розв'язанні задачі чутливості, однак у даному 
випадку явно визначені вирази для знаходження коефіці-

єнтів матриці /
0

1
0 KK − , компоненти якої лінійно залежать 

від компонент вектора α . Таким чином, )(αx  є ліній-

ною формою параметрів α . 
Для організації багатоваріантних досліджень НДС 

тонкостінних конструкцій з урахуванням стоншування 
стінок (тобто при різних наборах α ) можна використо-
вувати розв'язок (10), який є компонентним записом ви-
разу (9):  

pxxx
N

k

p
ккр

pp ∀+= ∑
=

,
1

)(
0

)(
0

)( αρ  ,         (10) 

 

де ккрαρ  – елементи матриці /
0

1
0 KK − , р – загальна кіль-

кість варіантів розрахунків. 
Оскільки ці співвідношення виведені із наближених 

виразів, то їх застосування обмежене малими α , але з 
ростом kα  точність хоч і погіршується, однак загальні 

тенденції зміни компонент розв'язку ( )αx  будуть задові-

льними. Тому, задавшись гранично допустимими дозво-

леними *α  (які встановлюються нормативами на екс-
плуатацію), можна за точними розв'язками при завданні 

різних комбінацій }0,...,,...,0{ *~ αα =  отримати співвід-

ношення для визначення ^
крρ  (або чутливості ( )p∆ ): 

( ) { }Tp
N

ppp

e

)()(
2

)(
1 ,,, ∆∆∆=∆ K , 

( )ppp
N

k

p
k xxx ∆⋅=−= ∗

=
∑ *)(

0
)(

1

)(
0

~^
кр ααρ , 

(11) 

 

де }{ )( pxx ∗∗ =  – точні "реперні" розв'язки (2) при 
~αα = . Таким чином, розв'язки ( )αх  визначаться як лі-

нійна комбінація "номінального" та набору "реперних" 
 

( )
( ) ( ) ∑∆+=

k
k

k
i

ii xx α0α .  (12) 

 

При цьому "реперні" розв'язки знаходяться мето-
дом прямого скінченного збурення СЕМ досліджуваної 
тонкостінної конструкції (тобто маємо точний розв'язок 
для граничного випадку за кожним із параметрів набору 

}0,...,,...,0{ *~ αα = ), що є альтернативою методам теорії 

збурень (ТЗ) з обчисленням відповідних чутливостей за 
виразом (9).  

Також запропонований підхід застосовний і для ви-
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значення тенденцій зміни власних частот коливань.  
Власні коливання 
 

iii Ах ω= sin     (13) 
 

здійснюються за власними формами Аі та з власними ча-
стотами коливань ωі. Вони задовольняють системі рів-
нянь: 

( ) 02 =Μ−Κ іi Аω ;    ( ) 02 =Μω−Κ iDet .       (14) 
 

Тут Κ  – матриця жорсткості; Μ – матриця мас дослі-
джуваної конструкції; i – номери власних форм та влас-
них частот коливань. 

Власні частоти )(αω=ω ii , і їхня залежність від 

параметрів α  в  околі нуля можуть бути лінеаризовані. 
Більш того, власні форми коливань теж можуть бути лі-
неаризованими в  околі номінальних значень: 

 

( ) ( ) ( ) .)0()0()(;00 ' α⋅ω′+ω=αωα⋅+=α iAAA    (15) 
 

Таким чином, представлені вище співвідношення 
установлюють тенденції зміни власних частот і форм ко-
ливань при варіюванні товщин елементів тонкостінних 
машинобудівних конструкцій.  

 
Частинні задачі 

 

У результаті отримані співвідношення для визна-
чення розв'язку використані для різноманітних розраху-
нків НДС при різних поєднаннях стоншувань стінок, без 
необхідності розв'язання кожного разу повної системи 
рівнянь МСЕ (2) та без обчислення компонент матриці 
чутливості при використанні теорії збурень (9). 

Для демонстрації загальних залежностей ефектив-
ним є аналіз частинних випадків. Із застосуванням за-
пропонованого підходу здійснено розв'язання низки тес-
тових задач про зв'язаний НДС та стоншування стінок 
ТЕМК. Так, прийнявши  (без зниження загальності) до 
розгляду модель Долинського [11, 12] 

 

),(/ 21 tzCCdtdh zσ⋅−−= ,  (16) 
 

де 21 ,CC  – деякі фізико-механічні характеристики про-

цесу корозійного стоншення, що визначаються власти-
востями середовища і матеріалу, ),( tzzσσ =  – згінні на-

пруження на нижній кородованій поверхні стержня, по-
чаткові умови: 00| hh t == , для задачі вигину стержня 

(рис. 3) розподіл згинальних моментів М вздовж осі за-
довольняє системі 

 

)(/ 22 zfdzMd = , 0|,0| 0 == == lzz MM .     (17) 
 

Максимальні згинні напруження (на поверхні ∧S ) 
 

WtzMtz ),(),( =σ ,  (18) 
 

де W  – момент опору ( 62bhW = ).  

Тоді  
 

[ ]
),(/)(ˆ

)/()(6/
2

21

2
21

thzCC

hbzMCCdtdh

−−=
=⋅⋅⋅−−=

 

bzMCC /)(6ˆ
22 ⋅⋅= . 

(19) 

  

Рисунок 3 – Розрахункова схема стержня під дією 
розподіленого поперечного навантаження  

(S –̂поверхня, що піддається корозії) 
 

Для розв'язання (19) аналітично можна записати рі-
вняння в оберненій формі: 
 

⇒′= th /1&  

( ) ( ),///1 2
2

1
22

21 ChChhCCt +=+−=′  
(20) 

 

а його розв'язок матиме вигляд 

( ).)/()/(

//1/)()(

02121

12110

hCCarctghCCarctg

CCCChhht

⋅−⋅
⋅+−−=

 (21) 

 

Тут krTt =)0(  характерний критичний час, тобто 

час повного розчинення (внаслідок зношування в умовах 
поверхневої корозії) найбільш навантаженої ділянки. 

Проаналізовано характерні навантаження стержня. 
У випадку рівномірно розподіленого навантаження 

)( constq =  

⇒= qdzMd 22 /  

⇒−⋅= 2/)()( zlzqzM  

( ) ( ))(/)(3),( 2 thbzlzqtz ⋅−⋅=σ . 

(22) 

 

Тоді з урахуванням (22) закон стоншування можна 
записати у вигляді: 
 

⋅−−=

=⋅−⋅⋅−−=

)(/)(ˆ

)/()(3/
2

21

2
21

thzCC

hbzlzqCCdtdh
 (23) 

 

Задаючись конкретними значеннями (для 
модельної задачі) 1,1 21 == CC , а також 

1,1,1,10 0 ==== hbql , отримано залежності 

напружень на нижній поверхні S^, що змінюються в 
часі (рис. 4). На графіках рис. 4 час " t " та просторова 
координата " z " представлені в інтервалах ]..0[ krT  та 

]..0[ l  відповідно (числами позначені номери точок 

дискретизації по " t " та по " z ").  
 

 
а                                                                    б 

 

Рисунок 4 – Результати розрахунку товщини і напружень  
у стержні під дією розподіленого навантаження:  
а – зміна товщини, б – зміна згинних напружень 
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Із урахуванням взаємопов'язаності процесів 
стоншування та НДС на основі розв'язків модельних 
задач для шарнірно опертого стержня про дію 
розподіленого рухомого навантаження, синтезу 
раціонального розподілу матеріалу тощо, показано, що 
характер зростання напружень і зменшення товщини 
стержня є процесом, який на початковому етапі є майже 
лінійним, а далі – різко прогресуючим у часі та 
локалізованим у зонах високих напружень. Ці 
особливості враховані при програмно-модельній 
реалізації запропонованого підходу до аналізу і синтезу 
складних просторових тонкостінних конструкцій. 

 
Комп'ютерна реалізація створеного інструменту 

аналізу НДС та ВЧФК для дослідження  
тонкостінних машинобудівних конструкцій 

 

Структура створеного спеціалізованого програмно-
модельного комплексу показана на рис. 5. Запропонова-
но спосіб організації числових досліджень із залученням 
СПМК, що об'єднують спеціальним чином підготовлені 
параметричні геометричні та скінченно-елементні моделі 
досліджуваних об'єктів, спеціалізовані програмні модулі, 

що здійснюють варіювання цих моделей, а також універ-
сальні програмні комплекси-розв'язувачі (типу Ansys, 
Abaqus, Nastran) і додаткові програмні модулі для пост-
процесингу одержуваних результатів.  

У аналітичній формі розглянуто декілька сценаріїв 
стоншення шарнірно опертого стержня складного попе-
речного перерізу (рис. 6-8). Тут і далі вводяться відносні 
величини )0(/)( wwW α=λ ; )0(/)( ωαω=λω ; де 

ωσ,,w  – прогини, напруження та ВЧ стержня відповід-

но. Виявлено тенденції зміни НДС та ВЧ і форм коли-
вань для ряду оболонково-стержневих конструкцій. 
Установлено, що при малому змінюванні товщин ТЕМК 
відбувається лінійна зміна компонент НДС та ВЧФК ко-
ливань.  

Процес стоншування описується або відношенням 
лінійних розмірів α , або площі δ . Видно, що лінеаризо-
вані  за теорією  збурень – ТЗ  (штрихова  лінія,  рис. 6) 
залежності дають значну похибку, в той час як апрокси-
мація за запропонованим підходом (ЗП) за січною точ-
кою на кривій, яка відповідає максимально допустимому  

 

 
 

Рисунок 5−Структура СПМК для аналізу НДС та ВЧФК ТЕМК з урахуванням стоншування 
 

 
 

Рисунок 6 – Відносна зміна ВЧ  
в інтервалі [ ]5,0;0∈δ  

 
Рисунок 7 – Відносна зміна прогину Wλ  (а) та напруження σλ  від 

параметра стоншування α  при різних параметрах перетину  
(маркерами позначено розв'язки, отримані за допомогою МСЕ) 
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Рисунок 8 – Відносні залежності wλ  та σλ  від параметру стоншування δ

рівню стоншення (в даному випадку 25,0=δ , на рисун-
ку – штрих-пунктир), дає можливість зменшити похибку 
до 2%, причому вона мінімальна при 0→δ  та 

25,0→δ  (тобто для номінального та максимально сто-
ншеного поперечного перерізу). 

З рис. 7 видно, що у всіх випадках "січні" (відпові-
дають запропонованому у роботі підходу, на рисунках - 
штрих-пунктир) набагато ближче до аналітично отрима-
ної кривої, ніж "дотичні" (які відповідають ТЗ, на рис. 7 
– штрихова лінія). 

Результати розрахунку контрольних величин для 
шарнірно опертого стержня ромбовидного ( at /=α , 

22 /2 at=δ ) поперечного перерізу представлені на 
рис. 8. За аналогією з наведеними вище 
співвідношеннями для цього випадку отримано вирази: 
 

( )
( ) ( ) ⋅






 −−−−=







 −−−=

22

22

2323/13

;2323/3

δδδδλ

δδδλ

σ

w

 (24) 

 

Залежність відносного прогину wλ  (рис. 8, а) схожа 

з аналогічними залежностями, а от залежність напру-
жень σλ  демонструє специфічну поведінку при малих 

)05,0(<δ . Ця особливість полягає, по-перше, у наяв-

ності спаданої ділянки )(δλσ  на інтервалі приблизно 

до 012,0≈δ , а по-друге, лінеаризована залежність має 
кореневу особливість похідної при 0→δ . Таким чи-
ном, лінеаризація за ТЗ в околі нуля не є коректною. 
Це свідчить, що в деяких випадках застосування зале-
жностей, отриманих на основі ТЗ, призводить не тіль-
ки до кількісних, але і до якісних невідповідностей 
одержуваних результатів. 

Також досліджено більш складні оболонкові 
конструкції. На рис. 9 представлені дані для коробчас-
того шарнірно закріпленого стержня. Характерним є 
окремий випадок: зміна ВЧ коливань стержня при од-
ночасному стоншенні короба зсередини та зовні. Сто-
ншення задається збільшенням/зменшенням парамет-
рів 1h  та 2h  (рис. 10): 
 

)1(0
11 ψ+= hh ; )1(0

22 ϕ−= hh  

]1,0[/ 0
2

0
1 ∈= Khh . 

(25) 

 

Тоді зміна ВЧ описується виразом: 
 

( )
( ))1(1)1(

)1()1()1(
3

333

ψ+−ϕ−−
ψ+−ϕ−−=λω

KK

KK
. (26) 

 

 

 
 

Рисунок 9 – Відносна зміна власних частот №1-5 при стон-
шенні (%) стінок елементів стержня коробчастого перетину 

 

 
Рисунок 10 – Відносна зміна ВЧ ωλ  від ступеня  

стоншення ψϕ,  
 

Як видно з рис. 10, в площині ),( ψϕ  існують обла-

сті збільшення параметра ωλ  (відповідають номеру 1), 

області зменшення (номер 2), а також "лінія стабільнос-
ті" 3 на границі областей 1 та 2. Уздовж цієї лінії 1=ωλ , 

тобто при заданні такого спеціального сценарію стоншу-
вання, ВЧ залишаються незмінними. Аналіз наведених 
вище результатів свідчить про можливість реалізації різ-
носпрямованих змін спектру ВЧ коливань за рахунок 
вибору сценаріїв стоншування (в тому числі – і стабілі-
зації спектра). 

Аналіз результатів розв'язання представлених тес-
тових задач підтверджує можливість застосування за-
пропонованого в роботі підходу до лінеаризації розв'яз-
ків задач визначення НДС і спектру ВЧ за ступенями 
стоншення тонкостінних елементів досліджуваних конс-
трукцій. Крім того, продемонстрована у багатьох випад-
ках більша (порівняно із залежностями на основі теорії 
збурень) точність апроксимації на інтервалі стоншення 
(до 20–30%). Таким чином, прогнозовані раніше тенден-
ції та особливості отримали підтвердження на низці час-
тинних задач і об'єктів. 

 

Розв'язання прикладних задач 
 

Розроблений інструмент числових досліджень за-
стосовано для розв'язання прикладних задач для реаль-
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них машинобудівних конструкцій. На прикладі дослі-
дження НДС металоконструкції крана-перевантажувача 
ПМГ-20 проведено оперативне розв'язання задач визна-
чення раціонального перерозподілу матеріалу між осно-
вною балкою перевантажувача ПМГ-20 та його шпрен-
гельною системою (рис. 11), змінено структуру верхньої 
будови (рис. 12) та визначено її раціональні параметри. 

 

 
а 

1 2 3 4 75 6
 

б 

 
в 

Рисунок 11 – Основні елементи силової структури  
перевантажувача ПМГ-20 з номерами структурних 
елементів: а – шпренгельна система (розкоси №1-10),  

б – головна мостова балка (секції №1-7),  
в – повна модель перевантажувача 

 
 

 
а 

 
б 

 
в 

 
г 

 
д 

 
е 

 

Рисунок 12− Варіанти конструктивних рішень  
та відповідний НДС:  

а, б, в – варіант без серединних опорних розкосів  
(прототип), г, д, е – посилений варіант 

Якщо позначити площу серединних поверхонь бал-
ки як MS , а шпренгельної системи ШS , то позначаючи 

через ШM αα ,  ступені стоншування цих елементів від-

повідно, задача формулюється у вигляді мінімізації екві-
валентних напружень:  
 

min→σЭ
V ; ][σ≤σЭ

V ; ][max ww ≤ ,         (27) 
 

де α  – загальна інтенсивність зменшення товщини усіх 
стінок металоконструкції, ][σ  – допустимі напруження, 

][w  – максимально допустимий прогин прольоту 

основної балки. 
Залежності максимальних напружень від ступеня 

зміни товщини елементів крана-перевантажувача наве-
дені на рис. 13–15. Видно, що ці залежності можна лі-
неаризувати в околі номінальних товщин. Таким спо-
собом вдалося на 10% зменшити масу верхньої будови 
перевантажувача на етапі проектування. 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 13 – Зміна максимальних напружень при  
перерозподілі маси між шпренгельною системою та  
головною балкою для трьох характерних положень  

грейферного візка (дві консолі та середина прольоту): 
а – в балці,  б – в розкосах  

 

 
 

Рисунок 14 – Зміна максимальних напружень (МПа)  
при зниженні маси мостової балки та шпренгельної системи 

 
Для розв'язання зазначених задач використовували-

ся лінеаризовані залежності маси, напружень та прогинів 
від зміни товщини елементів ( ШM ααα ,, ). Це значно зе-

кономило час та витрати обчислювальних ресурсів, 
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оскільки кількість розрахунків зменшується на декілька 
порядків при використанні лінеаризації "реперними" 
розв'язками порівняно із багатоваріантними розрахунка-
ми. Такий же підхід застосовано при визначенні впливу 
стоншування як окремих елементів, так і одночасно всієї 
конструкції (рис. 15) перевантажувача. 
 

 
 

Рисунок 15 – Збільшення максимальних напружень  
в балці при одночасному стоншенні всіх елементів 

 

 
 

Рисунок 16 – Відносні зміни переміщень у напрямку  
вертикальної осі для чотирьох контрольних точок  

при стоншенні секції паливної цистерни 
 

 

Рисунок 17 – Зміна власних частот (%) при стоншенні другої 
вибивної решітки конструкції вібромашини "грохот" 

 

 
 

Рисунок 18 – Зміна окремих власних частот (%) 
корпусу МТ-ЛБ при зміні товщини листів, мм 

(порівняно із базовим, 6 мм) 
 
Подібні дослідження НДС та ВЧ коливань прове-

дено і продемонстровано можливості лінеаризації ре-
зультатів для автоцистерни аеродромного паливозаправ-
ника (рис. 16), вібромашини "грохот" (рис. 17), багатоці-

льового тягача МТ-ЛБ (рис. 18). 
Отримані при розв'язанні прикладних задач резуль-

тати дають підстави для наступних висновків: 
запропоновані в роботі моделі продемонстрували свою 
застосовність, точність і ефективність не тільки для мо-
дельних задач, але і для реальних машинобудівних 
конструкцій. 

 

Експериментальні дослідження 
 

Для підтвердження тенденцій зміни компонент 
НДС та власних частот коливань тонкостінних елементів 
машинобудівних конструкцій, а також оцінки точності 
числових досліджень проведено їх порівняння з резуль-
татами експериментальних досліджень. Дослідження 
проведено на двох об'єктах: на макеті секції основної ба-
лки перевантажувача до ПМГ-20 (рис. 19), а також в 
умовах реального виробництва – на перевантажувачах 
подібної до ПМГ-20 конструкції. У ході проведення роз-
рахунково-експериментальних досліджень виконано спі-
вставлення результатів числового моделювання (за до-
помогою МСЕ) і даних, отриманих експериментальним 
шляхом.  
 

 

 
б  

 
в 

Рисунок 19 – Збурення, що 
вносяться в конструкцію 

шляхом розміщення  
додаткових мас:  

а – масові елементи в роз-
рахунковій комп'ютерній 
моделі, б – вантажі, за-
кріплені на макеті секції,  
в – внутрішня структура 

секції 
 

При лабораторних дослідженнях на макет здійсню-
вався вплив шляхом закріплення низки точкових мас, 
якими виступали вантажі з масами кожного 0.5÷2 кг, 
розташовані у середніх частинах відсіків (рис. 19 а, б). 
Отримано розподіли амплітуд при частотах, що містять-
ся в Фур'є-сигналі відгуку, який вдалося зареєструвати у 
результаті ударного збудження. Абсолютна та відносна 
відмінність результатів розрахунку і експерименту пока-
зані на рис. 20. Видно, що результати добре узгоджують-
ся (похибка на рівні 10%). 

 

 
Рисунок 20 − Співставлення результатів числового  

і натурного експериментів 
 
Проведені лабораторні дослідження демонструють, 

що, як і прогнозувалося в ході числових досліджень, при 
малих збуреннях інерційно-жорсткісних властивостей 

а 
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ТЕМК зміна ВЧ приблизно прямо пропорційна збурен-
ню, що вноситься (рис. 21). 
 

 
 

Рисунок 21 – Порівняння розрахункових  
і експериментальних змін ВЧ 

 

Крім лабораторних вимірювань, також для оцінки 
точності проведених числових досліджень використано 
результати технічних обстежень машини-аналога фірми 

TAKRAF (рис. 22), в яких вимірювалися товщини листів 
конструкції методом ультразвукової товщинометрії, 
НДС – методом електротензометрії і структуроскопії.  

Отримані дані (карта розподілу товщин) дають 
можливість для порівняння експериментально виміряних 
напружень з обчисленими за допомогою скінченно-
елементних моделей МСЕ, товщини окремих панелей у 
якій відповідають дійсним товщинам елементів 
конструкції реального перевантажувача, зафіксованим 
при вимірюваннях поточного його стану. Порівняльні 
результати розрахункового і експериментального 
дослідження наведені на рис. 23. Ці результати 
відповідають випадку знаходження грейферного візка 
посередині прольоту моста. 

Рисунок 22 – 
Перевантажувач 

грейферний: розташування 
п'єзоперетворювачів АЕ 
та тензорезисторів 
на мостовій балці: 

1…59 – номери відсотків; 
 –п'єзоперетворювач АЕ; 
∇  –  тензорезистори; 

1,2….,20 – мостові балки 
між вісями; 

I  – V – шпренгельні стойки 

 
 

 
 

Рисунок 23 – Напруження у досліджуваних відсіках правої ос-
новної балки: 1 - дані магнітного контролю, 2 – результати 

проведеного числового експерименту 
 

Таким чином, узгодженість результатів числового 
моделювання із низкою експериментальних даних (по-
хибка не перевищує 15%) свідчить про застосовність за-
пропонованого в роботі підходу: відновлення шуканого 
розв'язку на підставі суперпозиції набору "реперних" 
розв'язків. 

 
Висновки  

 

У роботі запропоновано підхід до розв'язання задач 
аналізу конструкційної міцності тонкостінних елементів 
машинобудівних конструкцій шляхом подання компо-
нент напружено-деформованого стану та ВЧФК у вигля-
ді лінеаризованих залежностей, одержуваних на основі 
прямого збурення їхніх скінченно-елементних моделей. 
Основні результати роботи полягають в наступному. 

1. Аналіз методів визначення чутливості компонент 
НДС та ВЧФК із застосуванням апарату теорії збурень 
показав, що їх точність з ростом ступеня стоншування до 
малих, але скінченних, значень суттєво знижується. Ця 
обставина висуває до розгляду задачу удосконалення 

цих методів, що сформувало задачі  досліджень. 
2. Для визначення залежностей компонент НДС та 

ВЧФК від ступенів стоншування ТЕМК пропонується їх 
лінеаризація за цими ступенями, коефіцієнти якої обчис-
люються на основі аналізу результатів розрахунків так 
званих "реперних" варіантів, тобто таких, що відповіда-
ють гранично допустимим (нормативно установленим) 
стоншенням окремого елемента конструкції (або їх гру-
пи). Після цього розв'язок при будь-яких сценаріях сто-
ншування отримується лінійною комбінацією "репер-
них". При цьому забезпечується точність цих виразів, 
причому при наближенні до граничних стоншень точ-
ність збільшується, а не падає, як у традиційних методи-
ках аналізу чутливості. 

3. На прикладі розв'язання тестових задач про по-
в'язані процеси стоншування та НДС тонкостінних конс-
трукцій установлено, що вони є взаємоприскорюваними 
прогресуючими в часі та переважно локалізованими в 
зонах високих напружень процесами. У той же час на 
початкових етапах спостерігається приблизно лінійна 
поведінка, що підтверджує можливість лінеаризації за-
лежностей між компонентами НДС, ВЧФК та ступенями 
стоншення тонкостінних конструкцій. Ця встановлена та 
підтверджена особливість була використана в роботі, що 
відрізняє запропонований підхід від традиційних.  

4. Для окремих випадків стержнів, пластин та обо-
лонок встановлено характер зміни компонент НДС та 
власних частот коливань при розвитку процесу стоншу-
вання. Показана можливість реалізації різноспрямованих 
тенденцій зміни переміщень та напружень, а також влас-
них частот, що відповідають різним формам коливань. 
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Продемонстрована можливість лінеаризації залежностей 
компонент НДС від ступеня стоншення аж до 20-30% від 
розмірів поперечного перерізу з допустимою похибкою 
на рівні 5%. 

5. У ході розв'язання прикладних задач для забезпе-
чення конструкційної міцності перевантажувача ПМГ-20 
із застосуванням запропонованого підходу поставлені та 
розв'язані задачі обґрунтування раціональної структури 
верхньої будови, а також доцільність перерозподілу ма-
теріалу з основної балки у шпренгельну систему. Обґру-
нтовано параметри металоконструкції, які забезпечують 
зниження маси верхньої будови на 10% та забезпечення 
заданого рівня напружень та переміщень при різних сце-
наріях стоншення до рівня 20% товщини стінок. 

6. Експериментально на макетних та натурних зраз-
ках перевантажувачів підтверджена точність проведених 
числових розрахунків. Відмінність чисельно та експери-
ментально отриманих результатів не перевищує 10-15%. 

Розроблені підходи, методи і моделі у подальшому 
планується застосувати до досліджень широкого класу 
ТЕМК. При цьому зміну товщини елементів цих констру-
кцій можуть викликати не тільки експлуатаційні чинники, 
але й варіювання на етапі  проектних досліджень із метою 
поліпшення технічних характеристик ТЕМК. оскільки 
природа виникнення  зміни товщини ТЕМК не обмежува-
лася, то відповідні  тенденції зміни компонент НДС і 
ВЧФК залишаються чинними за будь-яких варіантів при-
чин їх виникнення. Це дає змогу варіювати ці параметри 
відповідно до конкретних умов тих чи інших задач. 
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